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Negli ultimi venti anni abbiamo assistito ad un processo di innovazione finanziaria che 
ha mutato le condizioni dell’intero sistema, generando un aumento della volatilità e 
dell’incertezza delle variabili finanziarie, data la crescente integrazione internazionale 
e complessità dei mercati stessi. Non rare sono state le situazioni in cui gli intermediari 
si sono rilevati incapaci di misurare e gestire correttamente il rischio, generando, in tal 
modo, delle situazioni di crisi o, in alcuni casi, di insolvenza. Per questo motivo, in 
epoca recente, l’attenzione dei manager, si è spostata sulla ricerca di nuovi modelli di 
risk management, per la misurazione e controllo dei rischi a cui le stesse banche sono 
soggette. 
Il sistema regolamentare bancario, varato dal Comitato di Basilea, individua tre diversi 
rischi(di credito, di mercato, operativo), a fronte dei quali le banche devono calcolare 
un requisito patrimoniale, al fine di accantonare capitale sufficiente per coprire perdite 
inattese e rimanere solvibili anche in situazioni di crisi. 
In questo lavoro  mi soffermerò sui modelli di gestione del rischio di mercato, in 
particolare il Value at Risk (VaR), adottato dal Comitato di Basilea per le metodologie 
di calcolo del requisito patrimoniale basato su modelli interni. 
Nella prima parte, dopo aver descritto l’evoluzione del sistema finanziario negli ultimi 
anni, si illustreranno i principali caratteri definitori dei rischi di mercato e quelli 
riguardanti la disciplina dettata dalle Autorità di Vigilanza, soffermandoci sulle due 
metodologie di calcolo del requisito patrimoniale: standardizzato e basato su modelli 
interni. 
Nella seconda parte, che sarà il nodo centrale della Tesi, si esporranno i tre diversi 
approcci di calcolo del Value at Risk, sia per una singola attività che per l’intero 
portafoglio, specificandone per ognuno di essi( parametrico, basato sulla simulazione 
storica e Montecarlo) pregi e difetti. Si farà, inoltre, un breve excursus sui modelli di 
stima della volatilità da utilizzare nell’implementazione nei modelli di VaR suddetti. 
Successivamente si farà menzione delle procedure di stress test di un modello VaR, 
recentemente imposto dal Comitato di Basilea, continuando poi con l’analisi dei 
processi di validazione di tali modelli (Backtesting). Il capitolo terminerà poi con 
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alcune considerazioni conclusive sui modelli VaR mettendo in evidenza i <<falsi>> e i 
veri difetti derivanti dall’utilizzo di tale strumento. 
Infine, nella terza ed ultima parte, dopo aver enunciato le criticità del sistema 
normativo di Basilea 2 durante la crisi del 2007, si andranno ad analizzare i principali 
punti innovatori proposti dal Comitato, in particolare quelli riguardanti la gestione dei 
rischi di mercato, come ad esempio l’introduzione dell’Expected Shortfall e 
dell’Incremental Risk Charge. Proseguendo, si farà una breve analisi di due paper 
tratti dalla letteratura, in cui si propongono dei modelli alternativi al VaR, 
migliorandolo o integrandolo con alcuni elementi innovativi. 
Infine, verrà fatta un applicazione pratica con l’utilizzo di Excel, in cui si calcolerà il 
valore del VaR e dell’ES di due portafogli, mettendo in risalto le principali 





Capitolo 1: Market risk management nell’ attività 
bancaria 
1.1 I rischi della nuova finanza 
1.1.1  Il nuovo scenario competitivo 
Negli ultimi decenni abbiamo assistito ad un processo di innovazione finanziaria che 
ha contribuito alla nascita della nuova finanza1. Essa nasce dalla scomparsa della 
tradizionale distinzione tra attività bancarie e non bancarie. I tradizionali istituti 
bancari infatti, allontanandosi dall’attività core, si sono trasformati in nuove imprese 
di servizi finanziari, aprendosi a nuove linee di business e a nuovi rischi. 
L’attività bancaria infatti è sempre stata per sua natura un’attività connessa 
all’assunzione, alla gestione, all’intermediazione di rischio, nelle sue molteplici forme. 
Le stesse funzioni con le quali tradizionalmente l’attività della banca è stata 
identificata (la funzione di mobilizzazione del risparmio, la funzione di 
intermediazione creditizia, la funzione monetaria) implicano, per l’interposizione tra 
unità in surplus e unità in deficit di fondi, l’assunzione e la trasformazione dei rischi di 
credito, di mercato e di liquidità. L’attenzione alla gestione integrata dei rischi bancari 
è cresciuta tuttavia in misura estremamente significativa negli ultimi anni per l’effetto 
congiunto della trasformazione del contesto in cui le banche si sono trovate ad operare 
e della graduale modifica stessa delle varie attività da esse svolte. Vi sono almeno tre 
fenomeni, fra loro connessi, che meritano di essere evidenziati.2 
Il primo elemento è rappresentato dal marcato incremento della volatilità dei mercati 
finanziari, causato anche dalla crescente integrazione tra gli stessi. Tale fenomeno ha 
avuto un duplice effetto: da un lato, ha posto in evidenza la rilevanza dei rischi da 
sempre tradizionalmente assunti dalle banche nella loro attività di trasformazione delle 
scadenze del passivo e dell’attivo ( con particolare riferimento al rischio di variazioni 
di interesse); dall’altro, ha generato una nuova domanda di strumenti per la copertura 
del rischio da parte degli investitori(anche retail) contribuendo così a sviluppare una 
nuova area di attività per le banche. 
                                                          
1 Betti F., VALUE AT RISK la gestione dei rischi finanziari e la creazione del valore, Milano, Il sole 24 ore, 
2001 
2 Saita F., Il risk management in banca: performance corrette per il rischio e allocazione del capitale, pagg. 9-
10, Milano, Egea, 2000 
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In secondo luogo, è bene ricordare il cambiamento del contesto competitivo, 
caratterizzato da un rilevante aumento della concorrenza nella tradizionale attività di 
intermediazione creditizia a causa sia della riduzione dei vincoli di vigilanza 
strutturale a livello domestico, sia dall’abbattimento di numerose barriere che 
difendevano il mercato nazionale dalla concorrenza internazionale e infine a causa del 
processo di disintermediazione che ha portato a un più frequente accesso diretto, da 
parte di soggetti finanziatori e soggetti finanziati, al mercato dei capitali. Tutto ciò ha 
portato ad una graduale riduzione dei margini di profitto derivanti dall’attiva bancaria 
caratteristica (prestiti e depositi) che ha spinto gli intermediari ad incrementare i rischi 
assunti sia nelle attività suddette sia tramite lo sviluppo di nuove aree di attività, 
principalmente servizi di investimento e in particolare negoziazione in contro proprio e 
la gestione per conto terzi di strumenti finanziari accrescendo così il grado di 
esposizione ai rischi di mercato. In alcuni casi, tale situazione ha portato anche 
l’assunzione di comportamenti eccessivamente imprudenti da parte di alcuni 
intermediari, determinando situazione di crisi, che hanno ulteriormente accresciuto la 
sensibilità degli operatori verso le modalità di controllo preventivo dei rischi assunti 
dagli intermediari. 
Quest’ultimo elemento appena analizzato, si lega indissolubilmente con il terzo 
fattore, ovvero il cambiamento dell’atteggiamento delle autorità di vigilanza, sia sotto 
il profilo degli obbiettivi perseguiti che degli strumenti utilizzati. Per quanto concerne 
gli obbiettivi, infatti si è realizzato un riequilibrio fra l’importanza attribuita 
all’efficienza del sistema finanziario rispetto al tradizionale obiettivo di stabilità degli 
intermediari; per quanto riguarda invece gli strumenti utilizzati, si è assistito al 
progressivo abbandono degli strumenti di vigilanza strutturale a favore di strumenti di 
vigilanza prudenziale. I due fenomeni si sono rinforzati a vicenda: se da un lato la 
riduzione dei vincoli strutturali è stata in alcuni casi la scintilla che ha riacceso un forte 
processo concorrenziale, dall’altro la maggiore rischiosità degli attivi che ne è derivata 
ha stimolato le autorità di Vigilanza a tentare di affinare progressivamente gli 
strumenti di vigilanza prudenziale volte a prevenire possibili fenomeni di dissesto. 
1.1.2 Lo sviluppo delle tecniche di risk management 
In un simile contesto, si è assistito ad una crescente sviluppo delle tecniche di 
misurazione e di gestione integrato del rischio nelle banche, con l’obbiettivo di poter 
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giungere a una modalità omogenea di definizione del rischio stesso che consentisse di 
confrontare tra loro strumenti e aree di business differenti. Lo scopo che ci si 
proponeva era quello di determinare sia l’esposizione complessiva dell’intermediario 
finanziario, e quindi consentendo di valutare la congruità dei rischi assunti a fronte 
della dotazione patrimoniale esistente per fronteggiarli, e sia di valutare il profilo 
complessivo di redditività e rischio offerto da ogni operazione e da ogni combinazione 
produttiva della banca; in tal modo sarebbe stato possibile ricercare le migliori 
combinazioni rendimento-rischio al fine di ottenere una migliore allocazione del 
capitale e garantire il miglior soddisfacimento degli azionisti. 
L’attenzione rivolta ai problemi di misurazione del rischio ha portato nel tempo a uno 
sviluppo crescente degli studi e delle tecniche di risk management. Con tale termine si 
identifica il complesso delle metodologie e dei processi volti alla misurazione e al 
controllo integrato dei rischi di una banca, e finalizzati all’efficiente allocazione 
dinamica del capitale proprio a disposizione, ponendo particolare enfasi anche sui 
processi gestionali che su tali tecniche si fondano.  
Per quanto infatti la corretta misurazione del rischio rappresenti un aspetto 
fondamentale in un sistema di risk management, il problema centrale non è tanto 
quello di misurare in astratto il rischio di un portafoglio, quanto piuttosto quello di 
fornire uno strumento gestionale utile per la conduzione efficiente di una complessa 
organizzazione quale è una banca. In questo senso la misurazione del rischio 
rappresenta soltanto il primo passo di un lungo processo: l’aspetto più importante 
invece, consiste nell’analizzare come tali misure possano essere usate come strumenti 
per migliorare i processi di gestione del rischio, per comprendere in modo più 
profondo il formarsi dei risultati economici della banca con l’obbiettivo finale, come 
già detto prima, di una corretta ed efficiente allocazione del capitale proprio teso al 
raggiungimento del soddisfacimento degli azionisti, come possiamo vedere dalla 
figura che segue. 
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Figura 1: Gli stadi evolutivi di un sistema di risk management 
Fonte: Betti F.,op cit,2001 
 
• Quanto capitale è a rischio nella banca nel 
suo complesso ?
• Obiettivo: monitorare il livello di rischio 
assunto dall'intermediario e verificare 




• Ognuna delle unità sta rispettando i limiti di 
rischio che le sono stati assegnati?
• Obiettivo: prevenire l'assunzione di rischi 





• Quale rendimento è stato generato per gli 
azionisti in rapporto al capitale a rischio ?







• Quanto capitale a rischio dovrebbe essere 
attribuito a ogni unità ?









1.2 Il rischio di mercato e la disciplina dettata dalle autorità 
1.2.1 Tratti definitori ed evolutivi 
La necessità di misurare e controllare adeguatamente i rischi assunti da una banca è di 
notevole importanza nell’attività di investimento e negoziazione titoli, che risulta 
esposta alla volatilità delle attività scambiate. 
Questi tipo di rischi viene generalmente indicato con il termine ‹‹rischio di mercato›› o 
‹‹rischio di prezzo››3. Più precisamente, per rischio di mercato si intende il rischio di 
variazioni del valore di mercato di uno strumento o di un portafoglio di strumenti 
finanziari connesse a variazioni inattese delle condizioni di mercato ( prezzi azionari, 
tassi di interesse, tassi di cambio); esso include dunque i rischi su posizioni in valuta, 
in titoli azionari ed obbligazionari, così come tutte le altre attività e passività 
finanziarie scambiate da una banca. 
Risulta evidente come, a seconda del tipo di prezzo a cui si fa riferimento, i rischi di 
mercato possano assumere connotazioni differenti. In linea generale,come proposto da 
Resti e Sironi, si possono classificare cinque principali categorie di rischi di mercato: 
 Rischio di cambio: quando il valore di mercato delle posizioni assunte è 
sensibile a variazioni dei tassi di cambio(è questo il caso delle attività e 
passività finanziarie denominate in valuta estera e dei contratti derivati il cui 
valore dipende dal tasso di cambio( currrency swap, currency future ecc.); 
 Rischio di interesse: quando il valore di mercato delle posizioni assunte è 
sensibile a variazioni dei tassi d’interesse (come accade per i titoli 
obbligazionari e per svariati contratti derivati, come i forward rate agreeement, 
interest rate future, interest rate swap, cap, floor, collare ecc.); 
 Rischio azionario: quando il valore delle posizioni assunte è sensibile 
all’andamento dei mercati azionari (titoli azionari, stock-index future, stock 
option ecc.); 
 Rischio merci: quando il valore delle posizioni assunte è sensibile a variazioni 
dei prezzi delle commodity ( acquisti/vendite a pronti e a termine di merci, 
commodity swap, commodity future, commodity option ecc.); 
                                                          
3 Resti A., Sironi A., Rischio e valore nelle banche. Misura, regolamentazione, gestione, Milano, Egea, 2008 
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 Rischio di volatilità: quando il valore delle posizioni assunte è sensibile a 
variazioni delle volatilità di una delle variabili considerate sopra. 
I rischi di mercato hanno assunto una maggiore rilevanza, soprattutto negli ultimi anni, 
principalmente in seguito a due fattori. 
Il primo è connesso al processo di securitizazion che ha portato alla progressiva 
sostituzione di attività illiquide (prestiti, mutui) con attività dotate di un mercato 
secondario liquido e dunque di un prezzo. Tale processo ha favorito la diffusione dei 
criteri di misurazione al valore di mercato delle attività detenute dagli intermediari 
finanziari. 
Il secondo fattore è rappresentato dalla progressiva crescita del mercato degli 
strumenti finanziari derivati, il cui principale profilo di rischio per gli intermediari 
finanziari che li negoziano è appunto rappresentato dalla variazione del relativo valore 
di mercato causata da variazioni dei prezzi delle attività sottostanti e/o dalle condizioni 
di volatilità degli stessi 
1.2.2 La regolamentazione dettata dalle Autorità di Vigilanza 
Il requisito patrimoniale a fronte dei rischi di mercato, che le banche e i gruppi bancari 
sono tenuti a rispettare in via continuativa, risulta dalla somma dei seguenti requisiti4: 
 a) con riferimento al portafoglio di negoziazione di vigilanza5: 
 Rischio di posizione 
 Rischio di regolamento 
 Rischio di concentrazione 
b) con riferimento all’intero bilancio: 
 Rischio di cambio 
 Rischio di posizione su merci 
                                                          
4 Al riguardo si veda il documento di Bankitalia, Recepimento della nuova regolamentazione prudenziale 
internazionale requisiti patrimoniali sui rischi di mercato, Roma, 2006 
5 Le posizioni detenute a fini di negoziazione sono quelle, intenzionalmente destinate a una successiva 
dismissione a breve termine, assunte allo scopo di beneficiare di differenze tra prezzi di acquisto e di vendita, o 
di altre variazioni di prezzo o di tasso d’interesse. Per posizioni si intendono le posizioni in proprio e le posizioni 
derivanti da servizi alla clientela (prime brokerage) o di supporto agli scambi (market making). Il portafoglio di 
negoziazione di vigilanza è costituito dalle posizioni in strumenti finanziari e su merci detenute a fini di 
negoziazione o per la copertura del rischio inerente ad altri elementi dello stesso portafoglio. Tali strumenti 
devono essere esenti da qualunque clausola che ne limiti la negoziabilità o, in alternativa, devono poter essere 
oggetto di copertura. L’intento di negoziazione è dimostrato facendo riferimento a strategie, politiche e 
procedure stabilite dalla banca per gestire la posizione o il portafoglio. 
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Analizziamo ora singolarmente i detti rischi. 
Il rischio di posizione esprime il rischio che deriva dall'oscillazione del prezzo dei 
valori mobiliari per fattori attinenti all'andamento dei mercati e alla situazione della 
società emittente. Il rischio di posizione è calcolato con riferimento al portafoglio di 
negoziazione di vigilanza della banca e comprende due distinti elementi: 
 a) il rischio generico, che si riferisce al rischio di perdite causate da un andamento 
sfavorevole dei prezzi della generalità degli strumenti finanziari negoziati. Ad 
esempio, per i titoli di debito questo rischio dipende da una avversa variazione del 
livello dei tassi di interesse; per i titoli di capitale da uno sfavorevole movimento 
generale del mercato; 
 b) il rischio specifico, che consiste nel rischio di perdite causate da una sfavorevole 
variazione del prezzo degli strumenti finanziari negoziati dovuta a fattori connessi con 
la situazione dell'emittente. 
Per quanto riguarda invece il rischio di regolamento, dal documento Bankitalia si 
evince che le transazioni in strumenti finanziari, valute e merci non ancora regolate 
dopo la loro data di scadenza espongono l’intermediario finanziario al rischio di 
perdita derivante dal mancato regolamento della transazione. Tale perdita è connessa:  
 
 per le transazioni per le quali è previsto il regolamento di tipo “consegna contro 
pagamento” (DVP)  o viceversa, alla differenza fra il prezzo a termine fissato 
contrattualmente e il fair value degli strumenti finanziari, delle valute o delle 
merci da ricevere (consegnare);  
 per le transazioni per le quali non è previsto il regolamento di tipo DVP ma per 
le quali il contante può essere pagato prima di ricevere il sottostante, ovvero il 
sottostante è ceduto prima di ricevere il contante (cd. operazioni non DVP o a 
consegna libera), al fair value degli strumenti finanziari, delle valute o delle 
merci trasferite alla controparte per i quali non è stato ricevuto il corrispettivo, 
oppure al contante pagato senza ricevere il sottostante. 
Infine per quanto riguarda l’ultima categoria dei rischi ascrivibili al trading book, le 
Istruzioni di vigilanza in materia di concentrazione dei rischi dispongono che le 
banche sono tenute all'osservanza di un limite quantitativo inderogabile (limite 
individuale di fido), rapportato al patrimonio di vigilanza, per le posizioni di rischio 
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nei confronti dei clienti. Le attività di rischio che rientrano nel portafoglio di 
negoziazione di vigilanza della banca non sono prese in considerazione ai fini del 
rispetto della disciplina. 
Passiamo ora ad analizzare i rischi relativi all’intero bilancio. Come già accennato 
prima, si fa riferimento al rischio di cambio e rischio di posizione su merci. 
Il primo rappresenta il rischio di subire perdite per effetto di avverse variazioni dei 
corsi delle divise estere su tutte le posizioni detenute dalla banca indipendentemente 
dal portafoglio di allocazione (trading e banking book); il secondo invece, fa 
riferimento alle possibili perdite derivanti da variazioni di prezzo delle merci. 
 
 
1.3 Le metodologie di calcolo per il requisito patrimoniale 
secondo Basilea 
1.3.1 La metodologia standardizzata 
Per calcolare il rischio di mercato, secondo la metodologia standardizzata prevista dal 
Comitato di Basilea e recepita da Bankitalia nel 20066, la procedura prevede il calcolo 
separato del rischio derivante dai tassi di interesse, dalla posizione in azioni, dal 
cambio, dalla posizione in merci e da quella in opzioni. Mentre per i primi quattro tipi 
di rischio il procedimento è unico, per il rischio negli strumenti derivati vengono 
presentati alcuni metodi alternativi tra i quali le autorità di vigilanza dei singoli paesi 
possono scegliere in modo autonomo. Il rischio complessivo, che determina il capitale 
di vigilanza minimo, sarà dato dalla somma aritmetica del rischio associato ad ognuna 
delle cinque categorie, senza possibilità di usare le correlazioni tra tali fattori, come 
invece possibile nel metodo basato sui modelli interni. Il calcolo del rischio relativo ai 
due primi fattori, tassi di interesse e posizioni in azioni, viene ulteriormente diviso in 
rischio specifico e rischio generico. Nella fattispecie per il tasso di interesse il rischio 
specifico è legato alla qualità dell’emittente il titolo, mentre quello generico 
all’andamento dei tassi di mercato. Per la posizione in azioni il rischio specifico è dato 
                                                          
6 Al riguardo si veda il documento di Bankitalia, Recepimento della nuova regolamentazione prudenziale 




dalla posizione della banca in una singola azione, sia in acquisto che in vendita, 
mentre quello generico è legato alla posizione netta sul mercato nel suo complesso. 
Per il calcolo del rischio specifico legato al tasso di interesse gli emittenti i titoli sono 
suddivisi in cinque categorie alle quali vengono assegnati pesi diversi, dipendenti sia 
dalla natura dell’emittente, sia dalla scadenza del titolo. Per il rischio generico 
vengono proposti due metodi alternativi, il primo basato sulla scadenza residua dei 
titoli, il secondo, più preciso, sulla duration degli stessi. In entrambi i casi il 
patrimonio complessivo minimo a fronte del rischio di interesse è dato dalla somma di 
quattro componenti: la posizione netta di tutto il portafoglio; una quota limitata, 
crescente con la scadenza, delle posizioni bilanciate in titoli in singole fasce temporali; 
una quota più elevata delle posizioni bilanciate tra diverse fasce temporali – all’interno 
di queste tre componenti vanno inserite anche le posizioni in derivati sui tassi e infine 
un valore derivante dalla eventuale posizione in opzioni. Il Comitato di Basilea ha 
cercato in questo modo di tenere conto degli effetti sui prezzi dei titoli sia di un 
movimento parallelo della curva dei tassi di interesse, sia di un movimento di segno 
opposto tra la parte a breve e quella a lunga scadenza.. Il patrimonio minimo per ogni 
fattore di rischio – tasso di interesse, azioni, tasso di cambio, merci e opzioni –viene 
poi sommato algebricamente, senza possibilità di utilizzare la correlazione tra i fattori, 
per ottenere il patrimonio minimo a fini di vigilanza a fronte dei rischi di mercato
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1.3.2 Il metodo basato su modelli interni 
Oltre la metodologia standard, il Comitato di Basilea prevede la possibilità di seguire 
anche un diverso approccio, basato sull’utilizzo dei modelli interni, come strumento 
alternativo alla determinazione del requisito patrimoniale. Il fine ultimo è quello di 
avere una misura più accurata dell’esposizione al rischio rispetto a quella fornita 
dall’utilizzo dell’approccio standard. 
 Tali modelli sono basati su l’uso di uno strumento statistico denominato Value at risk 
(VaR) che rappresenta un metodo di sintesi del rischio presente in un certo portafoglio 
finanziario, esprimendo in forma monetaria, il livello di rischio a cui il detentore del 
portafoglio è soggetto. Uno dei primi modelli basato su tale strumento, noto come 
RiskMetrics©, fu introdotto alla fine degli anni ottanta dalla banca statunitense J.P 
Morgan, per iniziativa del suo CEO , Sir Dennis Weatherstone, il quale chiese di 
ricevere, alle 16:15 di ogni giorno, un’informazione sintetica, racchiusa in un singolo 
valore monetario, relativa ai rischi di mercato dell’intera banca nei diversi segmenti di 
mercato (azionario, obbligazionario, valute, derivati, commodity).7 
Il VaR viene definito come la perdita massima potenziale che può essere subita dalla 
detenzione di un portafoglio di attività, entro un determinato orizzonte temporale e con 
un certo intervallo di confidenza. Ad esempio, se il livello di confidenza è pari al 99% 
e il periodo di detenzione (holding period) è di 10 giorni, un VaR di 5000 euro indica 
che, detenendo il portafoglio a posizioni inalterate per i successivi 10 giorni, la 
massima perdita che si potrebbe dover sopportare non risulterà maggiore, con il 99% 
di probabilità, a 5000 euro. 
E’ possibile visualizzare il VaR di un portafoglio attraverso la distribuzione di 
probabilità dei potenziali profitti e delle perdite: sull’asse asse delle ascisse è possibile 
leggere i valori di profitti e perdite, sull’asse delle ordinate la frequenza con cui i 
profitti e perdite si osservano; la probabilità è data dall’area al sotto della curva. I 
valori estremi della distribuzione sono chiamati code: sulla coda destra si trovano i 
valori positivi, cioè i profitti potenziali più elevati che hanno una probabilità bassa di 
presentarsi, sulla coda sinistra le perdite più negative anch’esse con una bassa 
probabilità, che sono quelle che interessano maggiormente. 
 
                                                          
7 Resti A., Sironi A., Rischio e valore nelle banche. Misura, regolamentazione, gestione, Milano, Egea, 2008 
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Figura 2: La distribuzione di probabilità dei rendimenti 
 
Fonte: elaborazione personale 
 
Il VaR rappresenta quindi una misura di tipo probabilistico e assume valori diversi in 
corrispondenza di differenti livelli di confidenza. Indicando con 𝑝𝑟(𝐸)  la probabilità 
dell’evento E, con z il livello di confidenza e con 𝐿 la perdita sull’orizzonte temporale 
prescelto si ha: 
𝑝𝑟(𝐿 > 𝑉𝑎𝑅) = 1 − 𝑧 
 
Da notare inoltre, come la definizione di VaR ammetta la possibilità di perdite 
superiore al VaR stesso (con probabilità pari a 1 – z): nel caso in cui tale evento si 
verifichi, tuttavia nessuna informazione viene data dal VaR circa l’entità delle possibili 
perdite. Tale problema sarà affrontato nel Terzo capitolo. 
 
Il Comitato di Basilea prevede che le banche siano responsabili dello sviluppo dei 
sistemi di di stima della distribuzione di probabilità sulla quale è poi basata la scelta 
dei requisiti di capitale. Inoltre il Comitato, allo scopo di assicurare un adeguato grado 
di prudenza e di uniformità di trattamento, ha stabilito una serie di criteri qualitativi e 
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quantitativi cui le banche devono sottostare se intendono adottare la procedura di 
misurazione di calcolo del rischio di mercato tramite i modelli interni. 
Per quanto riguarda i criteri qualitativi viene prescritto che:8 
1. il consiglio di amministrazione e l’alta direzione siano coinvolti attivamente nel 
processo di controllo dei rischi; 
2. la banca disponga di una autonoma unità di controllo dei rischi; 
3. il modello sia strettamente integrato nella gestione quotidiana del rischio; 
4. sia attuato un rigoroso programma di prove di stress 
Le banche dovranno disporre di una prassi ordinaria per il calcolo del VaR, nonché 
predisporre controlli interni documentati e dovranno assicurare che ad intervalli 
regolari venga eseguita una verifica indipendente sia della gestione che della 
misurazione del rischio. 
Per quanto riguarda invece i criteri quantitativi, essi prevedono che: 
1. il VaR sia calcolato su base giornaliera impiegando un intervallo di confidenza 
unilaterale al livello del 99 per cento; 
2. il periodo di detenzione ipotizzato nel calcolo del VaR sia di almeno 10 giorni 
lavorativi; 
3. il periodo storico di osservazione dei fattori di rischio sia di almeno 1 anno; 
4. sia consentito, nel rispetto di determinate condizioni, di tenere conto in fase di 
aggregazione delle diverse posizioni a rischio delle correlazioni empiriche tra i 
diversi fattori di rischio. 
Tali condizioni sono le seguenti: 
i. che il metodo di misurazione delle correlazioni sia concepito correttamente, a 
giudizio delle autorità di vigilanza; 
ii. che il metodo sia applicato con integrità; 
iii. che le correlazioni siano regolarmente aggiornate e periodicamente sottoposte a 
prove di stress per verificarne la stabilità. Il riconoscimento delle correlazioni 
tra differenti categorie di rischio dovrebbe incentivare le banche a diversificare 
l’attività di negoziazione, riducendo così il rischio. 
                                                          
8 Lusignani G., La gestione dei rischi finanziari nella banca, Bologna, Il Mulino,1996 
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Il coefficiente patrimoniale per una banca che utilizzi un modello interno sarà pari alla 
cifra maggiore tra il VaR del giorno precedente e la media del VaR nei 60 giorni 
lavorativi precedenti, moltiplicata per un fattore pari a 3 secondo la formula: 
𝐶𝑇 = 𝑚𝑎𝑥 [𝑉𝑎𝑅 𝐺𝑆𝑡−1 , 𝛽 
1
60
 ∑𝑉𝑎𝑅 𝐺𝑆𝑡−1 
60
𝑖=1
] + 𝑅𝐷 
dove: 
 𝐶𝑇 è il requisito patrimoniale al giorno t; 
  𝑉𝑎𝑅 𝐺𝑆𝑡−1  è il valore a rischio calcolato secondo il modello interno per il 
portafoglio detenuto al giorno t-i e relativo al rischio generico e specifico 
(idiosincratico, di evento e la parte eventualmente colta del rischio di default);  
 𝛽 rappresenta il fattore moltiplicativo pari a 3, eventualmente maggiorato in 
seguito alle risultanza dei test retrospettivi o da parte della Banca d’Italia a 
fronte di inadeguatezze del modello;  
 𝑅𝐷 è la porzione di rischio di default non considerata nel modello interno 
(V𝑎𝑅 𝐺𝑆). 
Inoltre la banca, come prescrive l’articolo 365 della CRR, deve calcolare almeno 
settimanalmente, un VaR in condizioni di stress del portafoglio corrente, con parametri 
immessi nel modello del VaR calibrati su dati storici per un periodo continuato di 12 
mesi di notevole stress finanziario pertinente per il portafoglio dell’ente. La scelta dei 
dati storici è soggetta ad un riesame almeno annuale da parte dell’ente, che ne deve 
notificare i risultati alle autorità competenti.  




Capitolo 2: I Modelli Value at risk  
2.1 La gestione del rischio di mercato secondo il modello VaR 
Come abbiamo già visto nel capitolo precedente, la misurazione del rischio di mercato 
tramite il modello del VaR , si pone l’obbiettivo di stimare, per ogni singola posizione 
e per l’intero portafoglio, l’ammontare che può essere perduto con una certa 
probabilità con riferimento ad un determinato orizzonte temporale. 
Dal punto di vista applicativo, la determinazione dell’esposizione al rischio secondo il 
modello VaR richiede una stima della distribuzione di probabilità delle variazioni di 
valore del portafoglio di negoziazione dell’intermediario. L’applicazione di tale 
metodologia richiede inoltre l’assunzione di alcune ipotesi riguardanti: 
1. l’orizzonte temporale di riferimento; 
2. la numerosità del campione di osservazioni; 
3. la forma della distribuzione di probabilità; 
4. l’ammontare di massima perdita probabile. 
Per quanto riguarda il primo punto, l’applicazione di tale modello presuppone la 
specificazione dell’orizzonte temporale a cui riferire la valutazione del rischio ed 
all’interno del quale si valuta la variazione del prezzo (giorno, settimana, mese, ecc.). 
Ovviamente tale scelta influenza l’ammontare di rischio assegnato a ciascuna attività: 
ad esempio l’esposizione stimata in un intervallo giornaliero risulterà essere 
abbastanza diversa da quella stimata attraverso un intervallo settimanale o mensile.  
Passiamo ora al secondo punto, ovvero la numerosità del campione di osservazioni. Si 
fa riferimento alla durata del campione di analisi con riferimento al quale calcolare i 
rendimenti di periodo e quindi analizzare le caratteristiche della loro distribuzione di 
frequenza. La scelta di una differente durata campionaria modifica infatti la forma 
della distribuzione e quindi la valutazione del rischio. Si tratta in questo caso di 
scegliere il numero di osservazioni passate che occorre includere nell’analisi, la 
frequenza di revisione dei dati, il peso da assegnare alle singole osservazioni 
distribuite nel tempo. 
Per quel che concerne la forma della distribuzione di probabilità, è da sottolineare il 
fatto che per alcune metodologie di calcolo del VaR, ad esempio quelle parametriche, 
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si impongono ipotesi sulla forma della distribuzione di probabilità ( ad esempio 
normale) e sulle variabili necessarie a descriverne le proprietà ( ad esempio media e 
varianza). In alternativa è possibile non fare alcun tipo di assunzione e valutare 
direttamente la distribuzione di frequenza dei rendimenti dall’analisi dei dati, come 
avviene con i modelli basati sulla simulazione sia storica che Montecarlo. 
Infine, definita la forma della distribuzione dei rendimenti, deve essere deciso 
l’ammontare di massima perdita probabile che si intende incorporare nell’indicatore di 
rischio. Tale valore è in genere individuato in corrispondenza del 95° o del 99° 
percentile di perdita, che in altri termini equivale a scegliere un valore massimo di 
perdita a cui si attribuisce una probabilità di realizzazione non superiore 
rispettivamente al 5 e all’1 per cento.9 
Gli intermediari tuttavia, non hanno un ampio margine di discrezionalità per definire i 
suddetti elementi specifici del calcolo del rischio di mercato secondo il modello 
interno dal momento che devono sottostare alla disciplina postulata dal Comitato di 
Basilea.  
I modelli VaR ,quindi si ripropongono di conseguire i seguenti tre obiettivi:    
 definire i fattori di rischio (per esempio cambi, tassi, azioni, materie prime) che 
possono influenzare il valore del portafoglio della banca; 
  costruire la distribuzione di probabilità dei possibili valori futuri del 
portafoglio della banca associati a ciascuno dei possibili valori assunti dai 
fattori di rischio; 
 sintetizzare la distribuzione di probabilità dei possibili valori futuri del 
portafoglio della banca in una o più misure di rischio e rendere comprensibile 
al top management la misura di rischio prescelta. 
All'interno di questa famiglia di metodologie di calcolo e misure di rischio, 
l'approccio più facile e tradizionalmente più diffuso è il cosiddetto approccio 
varianze/covarianze. Esso si caratterizza per i seguenti elementi:  
 ipotizza che le possibili variazioni di valore di tutti i fattori di mercato (o 
alternativamente dei rendimenti sugli attivi in portafoglio) seguano una 
distribuzione normale;  
                                                          
9 Lusignani G., Op cit,1996 
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 l'informazione sui possibili valori futuri dei fattori di mercato e sulle loro 
correlazioni è interamente riassunta in una matrice di varianze/covarianze;   
 le possibili perdite sul portafoglio della banca dipendono quindi da tale matrice 
e dalla sensibilità delle singole posizioni in portafoglio rispetto a variazioni dei 
fattori di mercato;   
 il VaR è ricavato velocemente come un multiplo della deviazione standard delle 
perdite future. 
Un altro approccio molto popolare si basa su tecniche di simulazione. Esso si distingue 
dall'approccio varianze/covarianze perchè:  
 le possibili variazioni di valore dei fattori di mercato non si distribuiscono 
necessariamente secondo una normale; 
  l'impatto dei possibili valori futuri dei fattori di mercato della banca è 
quantificato attraverso la full valuation, cioè il ricalcolo del valore di ogni 
attività o passività come funzione delle nuove condizioni di mercato. Non si fa 
dunque ricorso a coefficienti di sensibilità lineari, ma piuttosto si rivalutano, 
utilizzando gli appropriati modelli di pricing, tutte le posizioni in portafoglio 
della banca. Si tratta di un approccio più preciso ma che richiede anche un 
ammontare di calcoli maggiormente oneroso;  
 il VaR non può essere calcolato semplicemente come multiplo della deviazione 
standard, ma va ricercato analizzando l’intera distribuzione delle perdite future 
e individuandone il valore massimo, dopo aver escluso una percentuale di casi 
pari a 1-k, partendo dai peggiori. 
2.2 L’approccio parametrico  
Tra i vari modelli basati sul VaR, come abbiamo detto, l’approccio parametrico, detto 
anche varianze-covarianze, è indubbiamente quello più diffuso per la sua semplicità di 
implementazione. Tale semplicità consiste nel fatto che si assume che le variazioni dei 
parametri di mercato si distribuiscano in modo normale. Da ciò deriva il fatto che la 
media e la varianza della distribuzione dei valori dell’intero portafoglio possano essere 
dedotti dal calcolo della media e della varianza dei parametri di mercato sottostanti. 
Per misurare il rischio, la teoria finanziaria deve assumere che la distribuzione di 
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probabilità dei rendimenti segua una forma normale, così come postulato nella teoria 
di portafoglio di Markowitz e nel modello di pricing delle opzioni formulato da Black 
and Scholes. In tal modo è possibile utilizzare la deviazione standard quale indicatore 
statistico del grado di incertezza e quindi di rischio.10 
Una distribuzione normale si caratterizza per soli due parametri: la media, a cui si può 
ricondurre il valore atteso dei profitti futuri, e la deviazione standard, la quale si può 
intendere come un probabile intervallo entro cui tali profitti cadranno. 
La funzione di densità di probabilità di una variabile casuale normale assume infatti la 
seguente forma, 








dove 𝜇 e 𝜎 rappresentano rispettivamente la media e la deviazione standard della 
variabile casuale 𝑥. Da tale funzione di densità di probabilità della distribuzione 
normale è possibile ricavare la probabilità che la variabile casuale 𝑥 ricada all’interno 
di un certo intervallo [𝑎, 𝑏]. Tale probabilità è rappresentata graficamente dall’area 
compresa tra la curva e l’asse delle ascisse all’interno dell’intervallo prefissato. Ad 
esempio, scegliendo un intervallo centrato sulla media e di ampiezza pari a un multiplo 
k della deviazione standard, la probabilità che 𝑥 assuma un valore compreso in tale 
intervallo [𝜇 − 𝑘𝜎, 𝜇 + 𝑘𝜎]  è ricavabile risolvendo l’integrale 
 











ed effettuando la sostituzione   𝑧 =
𝑥−𝜇
𝜎
   l’integrale sopra descritto può essere 
trasformato in 
                                                          
10  Betti F., op cit,2001 
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 𝑧2   rappresenta la funzione di densità di una normale con media 
nulla e varianza pari ad uno ( distribuzione normale standardizzata). 
A questo punto è necessario riportare due elementi importanti. Il primo fa riferimento 
al fatto che il valore dell’integrale è indipendente dal valore della media e della 
deviazione standard della distribuzione, ma dipende soltanto dal multiplo di deviazioni 
standard considerato come abbiamo visto dalla risoluzione della suddetta formula.  
Quindi la probabilità di ottenere valori compresi in un intervallo centrato sulla media e 
pari ad un certo multiplo di 𝑘 della deviazione standard è costante ed è in funzione 
unicamente del valore  𝑘 prescelto. Ad esempio per un valore di 𝑘 pari a 1, la 
probabilità di ottenere valori nell’intervallo [𝜇 − 𝜎, 𝜇 + 𝜎] sarà approssimativamente 
pari al 68%. Specularmente la probabilità che 𝑥 sia esterna all’intervallo [𝜇 − 𝑘𝜎, 𝜇 +
𝑘𝜎] sarà pari al complemento di 1 dei valori ricavati ; dall’esempio precedente quindi 
esiste una probabilità vicina al 32% di avere scostamenti rispetto alla media superiori a 
1 deviazioni standard. 
Tabella 1 Gli intervalli di confidenza della distribuzione normale 
 




𝐏𝐫 (𝝁 − 𝒌𝝈 < 𝒙 < 𝝁 + 𝒌𝝈) 
 
𝐏𝐫 (|𝒙 − 𝝁| > 𝒌𝝈) 
 
𝐏𝐫(𝒙 <  𝝁 − 𝒌𝝈) = 𝐏𝐫 (𝒙𝝁 + 𝒌𝝈) 
 
1 68.27% 31.73% 15.87% 
1.65 90% 10% 5% 
2.33 98% 2% 1% 
2.58 99% 1% 0.5% 
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Il secondo invece deriva dal fatto che è possibile osservare che, data la simmetria della 
distribuzione normale, le due “code” esterne all’intervallo[𝜇 − 𝑘𝜎, 𝜇 + 𝑘𝜎]   hanno 
uguale dimensione. Quindi, se per esempio, se esiste una probabilità del 10% di avere 
valori che risultino o inferiori a 𝜇 -1.65 (coda destra del grafico) o superiore a 𝜇 +1.65  
(coda sinistra del grafico) la probabilità di estrarre un dato che ricada su una singola 
coda sarà pari al 5%. Per quanto riguarda la nostra analisi la coda importante è quella 
di sinistra che è quella che rappresenta il caso di perdite particolarmente sfavorevoli, 
mentre quella di destra rappresenta il caso di utili eccezionalmente elevati.11 
 
Figura 3: Gli intervalli di confidenza della distribuzione normale 
 
Fonte: Elaborazione personale 
 
Detto ciò, risulta agevole ricavare dalla tabella 1 il multiplo 𝑘 della deviazione 
standard per ottenere il livello di copertura desiderato. 
Per determinare la massima perdita potenziale associata ad un portafoglio, è necessario 
compiere i seguenti passaggi logici: 
a) determinare il valore di mercato della posizione (mark-to-market); 
                                                          
11  Saita F.,op cit., 2000 
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b) identificare la o le determinanti del valore di mercato della posizione( scelta 
della variabile aleatoria); 
c) se la variabile aleatoria prescelta è rappresentata dai rendimenti dei risk factor e 
non dai rendimenti dei prezzi delle attività in portafoglio o del portafoglio nel 
suo complesso, identificare la sensibilità (sensitivity) del valore di mercato della 
posizione alle variazioni dei fattori di rischio; 
d) stimare la massima variazione potenziali delle variabili aleatorie rilevanti; 
e) ricavare, sulla base dei punti precedenti, la massima variazione sfavorevole del 
portafoglio. 
Riprendiamo ora un esempio numerico proposto da Saita(2000) e andiamo a 
considerare un portafoglio rappresentato da una sola posizione spot in dollari, per un 
importo pari a 100000$.  
In primo luogo, per determinare il primo step, ovvero il valore di mercato della 
posizione, è sufficiente trasformare in euro il valore della posizione in dollari. 
Ipotizzando un valore del tasso di cambio pari a 1 dollaro per euro, il valore di mercato 
della posizione sarà pari a 100000 euro. 
Successivamente la scelta della variabile aleatoria ricadrà inevitabilmente sul tasso di 
cambio dollaro/euro: infatti l’unico rischio a cui si espone la banca è il rischio di 
cambio, più precisamente di una svalutazione del dollaro. Una riduzione di una data 
percentuale di essa infatti si tradurrebbe in un identica riduzione del valore di mercato 
della posizione: quindi la sensitivity (step c) del valore di mercato della posizione al 
variare del risk factor è pari ad uno. 
Il problema essenziale quindi, è rappresentato dal fatto di stimare la massima 
variazione potenziale, entro un intervallo di confidenza, del tasso di cambio dollaro-




tasso di cambio nel worst case scenario12 , la perdita massima potenziale (VaR) sarà 
quindi data da 
𝑉𝑎𝑅 = 𝑉𝑀𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 𝑟 $
𝑒𝑢𝑟𝑜,𝑤𝑐𝑠
= 100000 𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 𝑟 $
𝑒𝑢𝑟𝑜,𝑤𝑐𝑠
 
                                                          
12 Per worst case scenario si intende uno scenario altamente pessimistico. 
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A questo punto, volendo adottare un livello di copertura al 95% adotteremo un 
multiplo 𝑘 della deviazione standard pari a 1,65( ricavabile dalla tabella 1); quindi il 
rendimento su base giornaliera più sfavorevole del tasso di cambio dollaro-euro sarà 





   , dove   𝜇 $
𝑒𝑢𝑟𝑜
 
    e     𝜎 $
𝑒𝑢𝑟𝑜
   rappresentano 
rispettivamente il rendimento medio su base giornaliera e la deviazione standard. 
Adottando l’ipotesi che il rendimento medio della posizione sia nullo13, il rendimento 
medio più sfavorevole sarà semplicemente pari a 1,65 volte la deviazione standard 
giornaliera. Pertanto, il VaR al 95% della posizione sarà dato da: 
𝑉𝑎𝑅 = 𝑉𝑀𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 𝑟 $
𝑒𝑢𝑟𝑜,𝑤𝑐𝑠
= 𝑉𝑀𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 𝑘 ∙ 𝜎 $
𝑒𝑢𝑟𝑜
= 𝑉𝑀𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 1,65 ∙ 𝜎 $
𝑒𝑢𝑟𝑜
  
Ipotizzando una deviazione standard giornaliera del tasso di cambio dollaro-euro pari a 
0,26% e un tasso di cambio spot pari a 1 $/euro, la massima perdita potenziale sarà 
pari a: 
𝑉𝑎𝑅95% = 𝑉𝑀𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 𝑘95% ∙ 𝜎 $
𝑒𝑢𝑟𝑜
= 100000 𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 1.65 ∙ 0,26% = 429 𝑒𝑢𝑟𝑜 
 
2.2.1 La scelta della variabile aleatoria di partenza e 
i diversi approcci del modello parametrico 
La scelta della variabile aleatoria di partenza da cui far dipendere le variazioni del 
valore di mercato della posizione rappresenta la prima scelta fondamentale per 
qualsiasi modello di determinazione del VaR per la quantificazione dei rischi di 
mercato. Le possibili soluzioni che si possono proporre al riguardo sono 
essenzialmente tre che ne configurano altrettanti approcci:14 
1. l’approccio risk factor normal,15 che identifica le variabili aleatorie chiave nei 
singoli fattori di rischio alla base della variazione del prezzo degli asset 
finanziari.(es. tassi d’interesse, tassi di cambio); 
                                                          
13 Tale ipotesi può essere giustificata considerando sia la limitatezza dell’orizzonte temporale di un giorno che 
per finalità prudenziali: con un’ipotesi di rendimento medio positivo si avrebbe un VaR inferiore. 
14 Saita F., op. cit.,2000 
15 Conosciuto nella prassi anche come delta normal. 
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2. l’approccio asset normal, che si basa sull’evoluzione del valore di una serie di 
attività benchmark( es. titoli obbligazionari zero coupon con diverse scadenze, 
posizioni spot in cambi); 
3. l’approccio portfolio normal, che analizza direttamente il valore del portafoglio 
complessivamente considerato, trattato come un’unica entità e quindi come 
l’unica variabile aleatoria. 
A questo punto facciamo un esempio per chiarire le modalità di calcolo del VaR 
seguendo i tre approcci sopra menzionati. Consideriamo un portafoglio comprendente 
una pluralità di posizioni esposte a più risk factor, come ad esempio un portafoglio 
composto da un paniere di titoli che replica il FTSE MIB, e da due Bond USA con 
scadenza rispettivamente di 3 e 10 anni. In questo caso, per la determinazione del 
capitale a rischio complessivo associato al portafoglio ognuno dei tre approcci 
procederebbe in tal senso: 
a) secondo l’approccio risk factor normal, occorrerebbe disaggregare 
l’esposizione complessiva del portafoglio in funzione dell’esposizione ai vari 
risk factor e quindi l’andamento del FTSE MIB, dei tassi d’interesse a 3 e 10 
anni e infine del tasso di cambio dollaro-euro; successivamente il calcolo del 
VaR avverrebbe per riaggregazione prendendo in considerazione non solo le 
volatilità dei singoli risk factor, ma anche le correlazioni fra di essi e la 
sensibilità dei diversi asset in portafoglio alla variazione dei risk factor; 
b) secondo l’approccio asset normal, occorrerebbe disaggregare l’esposizione 
complessiva del portafoglio in funzione dell’esposizione a un numero prefissato 
di “attività benchmark”, individuabili in questo caso nelle posizioni sull’indice 
FTSE MIB , in Bond USA zero coupon con scadenze fino a 10 anni e in 
posizioni a pronti in dollari; anche in questo caso il calcolo del VaR avverrebbe 
per riaggregazione; 
c) secondo l’approccio portfolio normal, infine, occorrerebbe considerare il 
portafoglio come un’unica entità, per cui i rendimenti sia possibile accettare 
l’ipotesi di distribuzione normale; il VaR può essere calcolato sulla base della 
volatilità dei rendimenti del portafoglio nel suo complesso, opportunamente 
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ricostruita senza ricorrere alla stima delle correlazioni fra i diversi risk factor o 
fra le attività benchmark. 
2.2.2 Il VaR di un singolo asset  
L’esempio precedente rappresentava un caso estremamente semplificato in quanto il 
fattore di rischio coincideva con il rendimento del portafoglio e i suoi valori (incluso il 
percentile usato per il calcolo del VaR ) si traducevano in una variazione identica nel 
valore dell’intero portafoglio. In altri termini, come già detto prima, la sensibilità delle 
variazioni di valore della posizione al fattore di mercato era pari ad uno. 
Generalmente, l’approccio parametrico prevede che la sensitivity possa non essere 
unitaria. Quindi possiamo riscrivere il VaR come: 
𝑉𝑎𝑅 = 𝑉𝑀 ∙ 𝛿 ∙ 𝑘 ∙ 𝜎 
ove il coefficiente 𝛿  rappresenta la sensibilità del valore di mercato della posizione a 
variazioni del fattore di mercato.16 
Per spiegare il suddetto coefficiente, supponiamo che la banca abbia un portafoglio 
composto da una posizione in azioni della società Enel con 𝑉𝑀 pari a 1000 euro, un 
coefficiente 𝛿 pari ad esempio 0,617  e un  𝜎 del fattore di mercato pari a 0,27%. 
Quindi la perdita massima potenziale, desiderando un intervallo di confidenza pari al 
95% in un orizzonte temporale giornaliero sarà data da: 
𝑉𝑎𝑅95% = 1000 𝑒𝑢𝑟𝑜 ∙ 0,6 ∙ 1,65 ∙ 0,27% = 2,673 𝑒𝑢𝑟𝑜 
2.2.3 Il VaR di un portafoglio 
Avendo definito nel paragrafo precedente la formula del calcolo del VaR a livello di 
singolo asset, andiamo ora a vedere come si arriva alla formulazione del VaR 
dell’intero portafoglio per i tre tipi di approcci del modello parametrico. 
                                                          
16 Più precisamente rappresenta la variazione percentuale che il valore di mercato della posizione subirebbe a 




17 Come sensibilità del valore della posizione al fattore di mercato possiamo considerare il coefficiente 𝛽 che 
esprime la sensibilità dell’attività al variare dell’indice di mercato ( ad esempio FTSE MIB) 
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Per quanto riguarda l’approccio asset normal, il VaR del portafoglio viene calcolato 
come il prodotto tra il valore di mercato del portafoglio e un determinato multiplo 
della volatilità dei rendimenti del portafoglio: 
𝑉𝑎𝑅𝑝 = 𝑉𝑀𝑝 ∙ 𝑘 ∙ 𝜎𝑝 
Nel caso in cui vi siano solamente due posizioni A e B  aventi valori di mercato 
rispettivamente VMA  e VMB  e indicando con 𝛼 e (1 − 𝛼) le rispettive quote all’interno 
del portafoglio la volatilità complessiva 𝜎𝑝 può essere espressa come: 
𝜎𝑝 = √𝛼2 ∙ 𝜎𝐴
2 + (1 − 𝛼)2 ∙ 𝜎𝐵
2 + 2𝛼(1 − 𝛼) ∙ 𝜎𝐴 ∙ 𝜎𝐵 ∙ 𝜌𝐴,𝐵 
 
dove 𝜎𝐴 e  𝜎𝐵 rappresentano rispettivamente la volatilità dei rendimenti delle attività 
A e B  e  𝜌𝐴,𝐵 rappresenta la correlazione fra di essi. 
Quindi, ricordando che 𝑉𝑀𝐴 = 𝛼𝑉𝑀𝑝     e     𝑉𝑀𝐵 = (1 − 𝛼)𝑉𝑀𝑝 il VaR del 
portafoglio può essere scritto come: 
 
𝑉𝑎𝑅𝑝 = 𝑉𝑀𝑝 ∙ 𝑘 ∙ √𝛼2 ∙ 𝜎𝐴
2 + (1 − 𝛼)2 ∙ 𝜎𝐵
2 + 2𝛼(1 − 𝛼) ∙ 𝜎𝐴 ∙ 𝜎𝐵 ∙ 𝜌𝐴,𝐵=  
 
 





2 + 2𝑉𝑎𝑅𝐴 ∙ 𝑉𝑎𝑅𝐵 ∙ 𝜌𝐴,𝐵 
 
Tale procedimento risulta valida anche se si persegue l’approccio risk factor normal; 
infatti in tal caso nel calcolo del VaR dei singoli asset, alla volatilità dei rendimenti delle 
attività benchmark 𝜎𝐴  e  𝜎𝐵 si sarebbe dovuto sostituire il prodotto tra le volatilità dei 
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rendimenti dei rispettivi risk factor (𝜎𝐴
′ ,𝜎𝐵
′ ) e la sensibilità del valore di mercato delle 
due posizioni alle variazioni nei rispettivi fattori di rischio (𝛿𝐴, 𝛿𝐵) allungando 
solamente i calcoli. 
Nel caso più probabile in cui vi siano più di due posizioni, il VaR complessivo del 
portafoglio può essere calcolato attraverso facilmente attraverso l’algebra matriciale.18 
Indicando infatti con V   il vettore dei VaR delle diverse posizioni che compongono 


















con  ?̅?𝑇  la corrispondente matrice trasposta 
 
?̅?𝑇 = [𝑉𝑎𝑅1   𝑉𝑎𝑅2  …   𝑉𝑎𝑅𝑛−1   𝑉𝑎𝑅𝑛]   








1 𝜌1,2 … 𝜌1,𝑛−1 𝜌1,𝑛
𝜌1,2 1 … 𝜌2,𝑛−1 𝜌2,𝑛
… … … … …
𝜌1,𝑛−1 𝜌12,𝑛−1 … 1 𝜌𝑛−1,𝑛







è possibile esprimere il VaR complessivo del portafoglio come  
𝑉𝑎𝑅𝑝 = √?̅? ∙ 𝐶 ∙ ?̅?𝑇   
 
Questa era la formulazione del calcolo del VaR del portafoglio per quel che concerne 
l’approccio asset normal e risk factor normal.  
L’approccio portfolio normal, invece, presuppone la costruzione di una matrice dei 
                                                          
18 Saita F., op. cit.,2000 
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rendimenti periodali delle diverse attività benchmark rispetto alle quali il portafoglio è 







𝑟1,1 … … 𝑟1,𝑛
𝑟2,1 … … 𝑟2,𝑛
… … … …
𝑟1𝑇−1,1 … … 𝑟1𝑇−1,𝑛







dove 𝑟𝑡,𝑖  rappresenta il rendimento dell’i-esima attività benchmark nel periodo t, e la 







dove 𝜔𝑖 rappresenta il peso dell’i-esima attività benchmark nel portafoglio 
considerato, è possibile determinare la serie storica dei rendimenti per calcolarne la 
rispettiva volatilità. Il ricorso all’approccio portfolio normal può rivelarsi più 
conveniente quando il numero di attività benchmark sia particolarmente elevato, che di 
conseguenza , presupporrebbe una costruzione di una matrice delle correlazioni di 
dimensioni notevoli; a fronte di ciò esso, come abbiamo visto, richiede la disposizione 
di dati storici abbastanza ampi in quanto non è possibile sintetizzare la storia di ogni 
attività benchmark in un valore di volatilità dei rendimenti e in un vettore di 
correlazioni.19 
2.2.4 Limiti e pregi dei modelli parametrici 
L’applicazione del modello parametrico per il calcolo del VaR ai fini della 
misurazione del rischio di mercato, ha indubbiamente alcuni vantaggi:20 
 la semplicità, riferita non solo al profilo concettuale ma anche quel che 
concerne l’onerosità dei calcoli e quindi dei sistemi informativi a supporto; 
 rappresenta la versione originale dei modelli VaR, di cui  è pioniere 
RiskMetrics© promosso da J.P Morgan;21 
                                                          
19 Saita F., op. cit.,2000 
20 Resti A., Sironi A., op.cit., 2006 
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 vasta diffusione favorita dalla presenza di banche dati che si basano 
sull’approccio in esame ed è utilizzata da un’ingente mole di prodotti sviluppati 
dalla software industry. 
A fronte di tali vantaggi si riscontrano diversi limiti quali: 
 l’ipotesi non pienamente realistica di distribuzione normale dei rendimenti; 
 la probabilità che si verifichino variazioni di prezzo lontane dal valore medio è 
più elevata di quella implicita in una distribuzione normale: la probabilità di 
subire perdite superiori al VaR è maggiore rispetto a quella corrispondente al 
livello di confidenza scelto; 
 il presupposto della linearità esclude di poter applicare il modello a quei 
prodotti (come alcuni derivati-opzioni) per i quali il legame tra andamento del 
prezzo e quello del fattore di mercato può non essere stabile nel tempo, ma 
risultare sottoposto a frequenti ed elevate oscillazioni; 
 Maggiore è l’incidenza di determinati prodotti sul portafoglio, maggiore è 
l’incapacità del modello di fornire un’adeguata misura di rischio. 
Un punto che merita di essere approfondito è il primo, ovvero l’ipotesi di distribuzione 
normale dei rendimenti, è necessario precisare che nella realtà non è possibile 
affermare che ciò sia sempre vero, in quanto le distribuzioni appaiano leptocurtiche 
(ossia hanno picchi più alti e code più spesse) e con asimmetria negativa o positiva. 
Si vedano ad esempio le seguenti figure che rappresentano la distribuzione dell’indice 
FTSE MIB e il relativo Q-Q plot al fine di  avvalorare la tesi di non normalità di 
distribuzione dei rendimenti. 
 
                                                                                                                                                                                     
21 Per maggiori informazioni si veda RiskMetrics©—Technical Document Fourth Edition, Dicembre 1996 
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Figura 4: Distribuzione rendimenti FTSE MIB vs Distribuzione Normale 
 
Fonte: Elaborazione personale attraverso Matlab mediante dati estratti da Yahoo finance 
 
Figura 5: Quantile-Quantile plot del FTSE MIB 
 
Fonte: Elaborazione personale attraverso Matlab mediante dati estratti da Yahoo finance 
 
Quindi, come possiamo vedere dalla figura 5, si può affermare che la distribuzione 
appaia con picchi più alti rispetto alla normale standard e sia caratterizzata da 
asimmetria negativa; infatti essa ha curtosi pari a 7,2725 e indice di simmetria pari a -
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0,0870. Tali affermazioni sono confermate anche dall’analisi del grafico 3 in cui i 
quantili della distribuzione del FTSE MIB non seguono l’andamento dei quantili della 
Normale Standard, da cui deriva una probabilità più elevata che si verifichino 
variazioni di prezzo lontane dal valore medio rispetto a quella implicita in una 
distribuzione normale, e quindi è maggiore la probabilità che si realizzino perdite 
superiori al VaR individuato al livello di confidenza scelto se si considerasse la 
distribuzione normale dei rendimenti. 
 
2.3 La stima della volatilità 
L’approccio parametrico si basa sul fatto che sia possibile calcolare in modo esauriente 
le volatilità dei rendimenti dei fattori di mercato e dei relativi coefficienti di 
correlazione. I metodi utilizzabili a tale scopo sono raggruppabili in due principali 
categorie.22 
La prima è quella dei modelli che utilizzano dati di volatilità e correlazioni storiche per 
stimare le volatilità e correlazioni future. I più semplici di essi, considerano volatilità e 
correlazioni come parametri costanti ipotizzando che i relativi rendimenti dei fattori di 
mercato siano caratterizzati da una distribuzione stabile nel tempo. Tale ipotesi è 
nettamente in contrapposizione con quanto emerge dalle osservazioni empiriche, le 
quali mostrano volatilità e correlazioni variabili nel tempo. Per ovviare a tali limiti, 
sono nati modelli che, sempre partendo dai dati storici, consentono a volatilità e 
correlazioni di variare nel tempo, tentando di modellare tale processo di variazione. 
Questa classe di modelli include gli algoritmi basati su medie mobili (semplici o 
esponenziali), così come i modelli della famiglia GARCH (generalized autoregressive 
conditional heteroskedasticity).  
Un seconda categoria di modelli per la stima di volatilità e correlazioni è quella che 
utilizza le previsioni implicite nei prezzi delle opzioni. In questo caso il ricorso ai 
valori storici è solo indiretto, nel senso che la volatilità implicita è a sua volta figlia 
della volatilità storica. Peraltro, la volatilità implicita in un’opzione riguarda un 
orizzonte temporale pari alla vita dell’opzione stessa, che non necessariamente 
coincide con l’orizzonte temporale del modello VaR.  
                                                          
22 Resti A., Sironi A., op.cit., 2006 
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Ai fini del nostro elaborato si ci soffermerà sui modelli appartenenti alla prima 
categoria. 
2.3.1 Le medie mobili semplici 
Indicando con x la variabile della quale si intende misurare il grado di volatilità, la 
volatilità (intesa come deviazione standard) può essere stimata come radice quadrata 
della varianza. Più in particolare, la volatilità al tempo t   può essere calcolata 
utilizzando le n osservazioni dal tempo t-n  al tempo t-1 : 
𝜎𝑡 = √





Dove  ?̅?𝑡  è la media campionaria calcolata al tempo t. 
Al periodo successivo (t+1) la volatilità verrà stimata sulla base dei dati da (t-n+1) a 
t, spostando in avanti di un periodo l’intervallo temporale del campione. Tale 
approccio è definito << metodo delle medie mobili>>. Una media mobile non è 
dunque altro che una media relativa a un numero fisso di dati che <<slittano>> nel 
tempo: il trascorre del tempo fa infatti sì che il dato più lontano venga sostituito da 
quello più recente, lasciando immutata la dimensione del campione. 
Se anziché una generica variabile x  abbiamo il rendimento 𝑟𝑡 di un fattore di mercato, 
l’equazione precedente diventa 
𝜎𝑡 = √





e se l’intervallo tra due osservazioni adiacenti è abbastanza breve da poter ipotizzare 







Nel grafico 4 è possibile vedere la volatilità del rendimento logaritmico del S&P500 
calcolata attraverso una media mobile a 1 mese (23 giorni lavorativi). 
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Figura 6: media mobile a 23 giorni dei rendimenti del S&P500 
Fonte: Resti A., Sironi A., op.cit., 2006  
L’utilizzo delle medie mobili semplici presuppone però da subito due criticità. La 
prima riguarda la scelta dell’orizzonte temporale passato sul quale misurare la 
volatilità. È evidente che la scelta di una finestra temporale abbastanza elevata 
conduce ad una stima di volatilità più stabile, in quanto gli eventuali shock del fattore 
di mercato considerato incidono in maniera proporzionalmente inferiore sulla stima 
della volatilità. Inoltre, un arco temporale prolungato offre un elevato contenuto 
informativo, in quanto il campione utilizzato è più ampio. Tuttavia allo stesso tempo, 
la scelta di un periodo storico molto ampio produce una stima di volatilità che risponde 
in modo lento a variazioni improvvise delle condizioni di mercato e risulta dunque 
poco <<aggiornata>>, in quanto si potrebbe commettere l’errore di attribuire un peso 
marginale molto ridotto alle condizioni più recenti, che invece potrebbero essere più 
significative per riflettere meglio le attuali condizioni di mercato. Per questo, la 
maggioranza degli intermediari finanziari che utilizzano modelli VaR scelgono 
intervalli temporali relativamente contenuti, compresi generalmente tra 20 e 50 giorni. 
L’applicazione di medie mobili differenti e la relativa stima della volatilità può essere 
osservata nel seguente grafico. 
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Figura 7: Valori di medie mobili a 23,50,90 giorni
 
Fonte: Resti A., Sironi A., op.cit., 2006 
Il secondo problema invece è denominato echo effects. Esso deriva dal fatto che la 
stima della volatilità subisce una brusca variazione non solo quando il fattore di 
mercato considerato subisce una variazione importante, ma anche quando il dato 
relativo a tale shock esce dal campione e viene sostituito da un dato più recente. 
Mentre per il primo tipo di variazione nella stima della volatilità tale dato è 
significativo, per la seconda non lo è, per il semplice fatto che quando il dato di shock 






Figura 8: Problema dell’echo effect 
 
Fonte: Resti A., Sironi A., op.cit., 2006 
 
2.3.2 Le medie mobili esponenziali 
Per superare i due limiti appena esposti è possibile ricorrere a un secondo modello 
basato sull’utilizzo dei dati storici: la media mobile esponenziale. Essa si differenzia 
dalla media mobile semplice poiché, nel calcolare la media degli scarti quadratici dal 
rendimento medio, attribuisce loro una ponderazione non uniforme, attribuendo dei 
pesi a maggiori alle osservazioni più recenti, ottenendo una stima della volatilità con 
elevato contenuto informativo e allo stesso tempo più sensibile agli shock recenti. In 
tal modo la stima, da un lato, reagisce più rapidamente a shock del fattore di mercato 
e, dall’altro, uno shock elevato del risk factor <<esce>> in modo graduale dalla 
misurazione della volatilità, evitando l’effetto eco. Tale media, per una generica 




3𝑥𝑡−4+. . . +𝜆
𝑛−1𝑥𝑡−𝑛
1 + 𝜆 + 𝜆2 + 𝜆3 + ⋯+ 𝜆𝑛−1
 
dove 𝜆 , compresa tra 0 e 1, denominata decay factor indica il grado di persistenza 
delle osservazioni campionarie passate; infatti, se il valore del decay factor è più 
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vicino a uno, le sue potenze successive (𝜆1, 𝜆2𝜆3 …), che rappresentano i pesi associati 
alle osservazioni passate, si avvicinano a zero molto lentamente; ne consegue che la 
media si adegua meno rapidamente alle condizioni più recenti. Se invece 𝜆 è più 
piccolo, allora le sue potenze successive tendono più rapidamente a zero e le 
osservazioni passate <<escono>> più velocemente dalla stima della volatilità. Per 
questo, (1 − 𝜆) è detta velocità di decadimento delle osservazioni passate. 
Se sostituiamo a 𝑥 i quadrati dei rendimenti logaritmici 𝑟 di un fattore di mercato a 






2 + ⋯+ 𝜆𝑛−1𝑟𝑡−𝑛
2























Se 𝜆 è sufficientemente piccolo e/o 𝑛 è sufficientemente elevato, allora 𝜆𝑛 ≅ 0, e 
l’espressione precedente può essere scritta come: 





Inoltre, sempre se 𝜆 è sufficientemente piccolo e/o 𝑛 è sufficientemente elevato, 
possiamo scrivere che: 
?̂?𝑡









2 ] = 
= (1 − 𝜆)𝑟𝑡−1








Tale formula mostra il meccanismo <<adattivo>> con cui viene stimata la varianza: in 
pratica essa viene ricalcolata ogni giorno prendendo la stima del giorno prima e 
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aggiustandola (per un piccola quota, 1 − 𝜆, che è pari alla <<velocità di 
decadimento>>) con il quadrato del rendimento registrato il giorno prima.23 
 
Figura 9: Media mobile esponenziale vs media mobile semplice 
 
Fonte: Resti A., Sironi A., op.cit., 2006 
 
La stima della volatilità mediante l’uso delle medie mobile esponenziali consente 
quindi di superare i limiti derivante dall’utilizzo delle medie mobile semplici. Tuttavia, 
anch’essa pone alcuni problemi pratici, riguardanti la scelta del decay factor 𝜆 e del 
numero di osservazioni passate da prendere in considerazione. 
Per quanto riguarda la scelta del decay factor, essa dovrebbe dipendere dalla velocità 
con la quale si ritiene che la volatilità del rendimento del fattore di mercato vari nel 
tempo: in altri termini, se si pensa che la volatilità si modifichi lentamente nel tempo, 
sarebbe più corretto scegliere un fattore 𝜆 vicino ad uno, in modo da attribuire una 
                                                          
23 Resti A., Sironi A., op.cit., 2006 
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ponderazione più elevata anche alle osservazioni più lontane. Viceversa, se si crede 
che la volatilità del fattore vari spesso, sarebbe più corretto utilizzare un decay factor 
più ridotto. 
Inoltre la scelta di 𝜆 dovrebbe pure dipendere dall’holding period della posizione. 
Infatti, quanto minore è tale orizzonte, tanto maggiore è l’esigenza che la stima della 
volatilità, e quindi della perdita potenziale, si adegui più rapidamente alle nuove 
condizioni di mercato, e dunque tanto minore dovrebbe essere il decay factor. 
Per quanto riguarda il secondo problema, ovvero il numero di osservazioni passate da 
tenere in considerazione, dev’essere determinato tenendo conto di diversi elementi. Da 
un lato, un orizzonte temporale più ampio consente di ottenere stime più affidabile in 
quanto si minimizza l’errore di campionamento; dall’altro, potrebbe essere opportuno 
restringere l’intervallo per far sì che i dati riflettano in modo più preciso le condizioni 
di mercato recenti. Tale capacità di riflettere le condizioni di mercato dipende, tra le 
altre cose, dalla frequenza con cui tali dati vengono aggiornati. Infatti se le stime 
vengono aggiornate in modo frequente (ad es. giornalmente), è possibile utilizzare 
serie storiche più ampie, in modo da massimizzare il contenuto informativo e dunque 
minimizzare l’errore di campionamento, poiché l’elevata frequenza di aggiornamento 







2.3.3 I modelli GARCH 
Con i metodi di stima della volatilità che abbiamo analizzato finora, è facile notare 
come la volatilità non sia né costante nel tempo, né possa essere considerata come una 
costante a cui si aggiunge un semplice errore di campionamento. In sostanza, la 
volatilità subisce fluttuazioni significative: tale fenomeno viene indicato con il termine 
volatility clustering facendo riferimento al fatto che i fattori di mercato presentano 
spesso periodi di maggiore volatilità che possono anche persistere per periodi 
prolungati. Tale problema viene esplicitamente affrontato dai modelli GARCH 
(generalized autoregressive conditional heteroskedasticity). 
Prima di passare alla loro formulazione è utile chiarire alcuni concetti contenuti nella 
denominazione di tali modelli: 
 Eteroschedasticità significa varianza che muta nel tempo, e si contrappone 
all’ipotesi di varianza costante; 
 Condizionale sta a indicare che le previsioni sono ottenute mediante le 
informazioni disponibili al periodo precedente, ovvero le stime della volatilità 
riflettono il livello corrente di incertezza generato dagli shock passati, cioè la 
volatilità condizionale tende a catturare il grado di <<persistenza>> di questi 
shock e riassume così l’effetto della volatilità passata sul livello corrente di 
incertezza circa gli eventi futuri; 
 Autoregressivo si riferisce al metodo utilizzato per modellare 
l’eteroschedasticità condizionale, il quale si basa appunto su una regressione 
della varianza <<su se stessa>>: ciò significa che i livelli passati della volatilità 
influenzano i livelli futuri; 
 Generalizzato si riferisce a un particolare tipo di modello, introdotto da 
Bollersev nel 1986, che rappresentava, appunto una generalizzazione del primo 
modella a varianza condizionale autoregressiva(ARCH) ideato nel 1982 dal 
premio Nobel Robert Engle 
I modelli a eteroschedasticità condizionale autoregressiva sono dunque modelli che 
consentono di prevedere la volatilità futura utilizzando una regressione basata sui 
valori passati della stessa volatilità, generando una stima che cambia nel tempo. 
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Consideriamo la versione originale ARCH proposta da Engle. Esso considera la 
varianza come una funzione degli errori di previsione 𝜀 compiuti nei p periodi passati. 
In simboli: 
𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1𝜀𝑡−1
2 + ⋯+ 𝛼𝑝𝜀𝑡−𝑝
2  
Con 𝛼0>0 e 𝛼1, … , 𝛼𝑝 ≥ 0 
Il modello stima dunque la varianza come una media mobile di p errori di previsione 
passati elevati al quadrato; per questo è detto << modello a p ritardi>> o 
semplicemente ARCH(p). In altri termini, se si verifica un improvviso shock della 
variabile considerata, ciò determina un errore di previsione, il quale a sua volta genera, 
se il suo coefficiente α è positivo, un rialzo della previsione della volatilità relativa ai p 
periodi futuri. Si assume quindi che una prima variazione pronunciata della variabile 
considerata ne seguano altre; ciò è coerente con l’evidenza empirica secondo la quale 
una variazione significativa dei prezzi tende ad essere seguita da altrettante variazioni 
significative. Il principale limite del modello ARCH è che le applicazioni empiriche 
hanno richiesto un numero elevato di ritardi, rendendo il modello poco flessibile e 
oneroso. A tale limite ha risposto il modello generalizzato proposto da Bollersev 
(GARCH), il quale può essere formulato in tal modo: 
𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1𝜀𝑡−1
2 + ⋯+ 𝛼𝑝𝜀𝑡−𝑝
2 + 𝛽1𝜎𝑡−1
2 + 𝛽2𝜎𝑡−2
2 + ⋯+ 𝛽𝑞𝜎𝑡−𝑞
2  
con 𝛼0>0 e 𝛼1, … , 𝛼𝑝, 𝛽1 … , 𝛽𝑞 ≥ 0 
Dalla formula si nota che, rispetto al modello ARCH, la varianza condizionale sia 
stimata inserendo, oltre a p ritardi relativi agli errori di previsione, anche q ritardi 
relativi ai valori passati della varianza stessa, da cui la denominazione GARCH(q,p). I 
primi sono volti a cogliere gli effetti di breve/brevissimo termine legati all’evoluzione 
della variabile considerata, i secondi sono volti a catturare gli effetti di lungo periodo: 
la varianza condizionale viene dunque a dipendere anche dai propri valori storici. 
Generalmente le applicazioni del modello GARCH si basano sulla versione 
GARCH(1,1), che considera un solo errore di previsione(l’ultimo) e il valore della 
varianza al periodo precedente. Analiticamente: 
𝜎𝑡






dove la varianza condizionale al tempo t viene espressa in funzione di tre fattori: 
1. una costante 𝛼0  
2. la previsione delle varianza effettuata il periodo precedente 𝜎𝑡−1
2  
3. l’errore di previsione 𝜀𝑡−1
2  
Nel modello è implicita anche una stima del valore atteso non condizionato (cioè del 
valore teorico della varianza); infatti, se un simile valore 𝜎2 esiste, esso rappresenta il 
valore atteso non condizionato di 𝜎𝑡
2, 𝜎𝑡−1
2  e anche 𝜀𝑡−1
2 . Sostituendo le tre quantità 
nella formula precedente con 𝜎2 e ricavando quest’ultima si ottiene: 
𝜎2 =
𝛼0
1 − 𝛼1 − 𝛽1
 
e quindi possiamo riscrivere il modello come: 
𝜎𝑡




Da tale formula si evince come la stima condizionata della varianza in un certo periodo 
possa essere intesa come media ponderata della varianza di lungo periodo, della 
varianza attesa per il periodo precedente e dello shock relativo all’ultimo periodo. 
L’ultima componente rispecchia la convinzione, propria dei modelli GARCH, che la 
volatilità, oltre a variare nel tempo, sia caratterizzata da una componente non 
prevedibile. 
Se la variabile considerata è data dai rendimenti di un fattore di mercato che si 
immagina abbiano media nulla, allora l’errore 𝜀𝑡 coincide con 𝑟𝑡.  
Il modello quindi diventa: 
𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1𝑟𝑡−1
2 + 𝛽1𝜎𝑡−1
2  
Nelle applicazioni in finanza, il coefficiente relativo alla varianza ritardata 𝛽1 assume 
generalmente valori superiori a 0,7; viceversa il coefficiente relativo agli errori di 
previsione 𝛼1 assume valori più contenuti.
24. Il primo indica il <<tasso di 
persistenza>> di un picco nella volatilità: valori elevati indicano che una variazione 
della volatilità tende a rimanere a lungo. Il secondo invece indica la rapidità con cui la 
volatilità si adegua alle nuove informazioni: coefficienti più elevati conducono a 
                                                          
24 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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previsioni più sensibili alle condizioni più recenti. Da questo punto di vista, il modello 
GARCH si avvicina al criterio delle medie mobili esponenziali, nel senso che 
riconosce l’esistenza di un decay factor per la volatilità. Ne differisce tuttavia in modo 
rilevante nel tempo in quanto, invece di determinare arbitrariamente tale fattore, lascia 
che siano gli stessi dati a determinarlo. Infatti i coefficienti 𝛼0, 𝛼1, 𝛽1  devono essere 
stimati tramite determinati software statistici che ne attribuiscono valori maggiormente 
compatibili tramite algoritmi di stima, come quello basato sul criterio di massima 
verosimiglianza.25 
Il modello GARCH suddetto presenta diversi pregi: 
 riconosce l’esistenza di un fenomeno di correlazione seriale e lo esplicita 
attraverso un modello autoregressivo; 
 attribuisce un’adeguata importanza alle nuove informazioni incorporate negli 
shock di mercato; 
 lascia che siano gli stessi dati a determinare il decay factor della volatilità. 
A fronte di tali vantaggi, tuttavia esso presenta alcuni limiti. Innanzitutto esso può 
risultare più complesso ed oneroso in termini di implementazione rispetto a un 
modello basato su media mobile. In secondo luogo, il modello GARCH conserva 
l’ipotesi di normalità, anche se in questo caso tale ipotesi si riferisce alla distribuzione 
degli errori di previsione. Infine, tale modello, considera l’impatto di un shock di 
mercato sulla previsione della volatilità come indipendente dal suo segno.26 
  
                                                          
25 D. C. Boes, F. A. Graybill, A. M. Mood), Introduzione alla Statistica, McGraw-Hill Libri Italia,1988 
26 In altri termini, poiché gli errori sono elevati al quadrato, il loro effetto sulla previsione risulta indipendente 
dal fatto che si tratti di errori in eccesso o in difetto. 
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2.3.4 Le stime di covarianze e coefficienti di correlazione 
Una volta definiti i modelli di stima della volatilità, è opportuno soffermarci sulle 
modalità di calcolo delle covarianze e dei coefficienti di correlazione per poter 
calcolare il VaR di un portafoglio. 
In generale, sia i metodi basati sui dati storici che quelli basati sui parametri impliciti 
nel prezzo delle opzioni possono essere utilizzati, oltre che per la stima della volatilità, 
anche per quella delle covarianze. 
Per esempio se 𝑟𝑡 , 𝑞𝑡 sono i rendimenti di due fattori di rischio e si vuole stimare la 









Anche in questo caso sarà necessario scegliere arbitrariamente i valori del decay factor 
in funzione del grado di aderenza agli shock recenti del fattore di mercato desiderato. 
Analogamente è possibile stimare la covarianza tra r e q attraverso un modello 
GARCH(1,1): 
?̂?𝑟,𝑞;𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1𝑟𝑡−1𝑞𝑡−1 + 𝛽1?̂?𝑟,𝑞;𝑡−1
2  
 
2.4 I modelli di simulazione 
Oltre all’approccio parametrico per la misurazione del VaR, esiste una seconda 
famiglia di modelli utilizzabili a tal fine: i modelli di simulazione, che, a differenza di 
derivare il VaR dall’analisi di varianze e covarianze della distribuzione dei rendimenti 
dei risk factor, simulano un elevato numero di scenari riguardante la possibile 
evoluzione futura dei mercati (rialzo dei tassi, svalutazione del cambio, crollo 
dell’indice azionario ecc.). I modelli di simulazione condividono, in linea di massima 
tre caratteristiche: il ricorso alla full valuation, il ricorso alla logica del percentile, una 
maggiore libertà nel modellare le variazione dei fattori di mercato. Al suo interno 
possiamo distinguere due diversi approcci in funzione delle modalità di generare i 
diversi possibili scenari: la simulazione storica e la simulazione Monte Carlo. 
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Andiamo a chiarire ora le tre caratteristiche comuni ai modelli di simulazione.27 
Il concetto di full valuation riguarda il fatto che, nei modelli di simulazione, il valore 
di mercato del portafoglio di cui si intende stimare il VaR viene completamente 
ricalcolato, mediante opportune formule di pricing, sulla base di nuovi valori simulati 
dei fattori di mercato. Così, per esempio, invece di stimare la variazione del valore di 
mercato di un titolo obbligazionario, corrispondente ad un determinato aumento dei 
tassi d’interesse, si procede a ricalcolare il nuovo prezzo del titolo utilizzando il nuovo 
livello dei tassi, e la variazione di valore del titolo viene calcolata come differenza tra 
valore ante-shock e post-shock. 
Il secondo carattere comune dei modelli di simulazione riguarda la modalità di 
determinazione del VaR corrispondente al livello di confidenza prescelto. 
Nell’approccio parametrico viene determinato ipotizzando che, data la distribuzione 
normale dei rendimenti dei fattori di mercato e il legame approssimabile in modo 
lineare tra quest’ultimi e le variazioni del valore del portafoglio, i percenti della 
distribuzione possono essere stimati partendo dalla deviazione standard e da una 
costante moltiplicativa k della deviazione standard. Nei modelli di simulazione invece, 
dopo aver generato la distribuzione di probabilità degli N possibili valori futuri del 
portafoglio, il VaR viene stimato tagliando tale distribuzione empirica in 
corrispondenza del percentile associato al livello di confidenza desiderato. 
Per quanto riguarda invece l’ultima caratteristica dei modelli di simulazione, ovvero la 
maggiore flessibilità nel modellare le variazioni dei fattori di mercato, essa riguarda il 
fatto che è possibile non ipotizzare una distribuzione normale dei rendimenti per 
modellare le variazioni dei risk factor. In particolare è possibile procedere tramite due 
modi che vanno a definire altrettanti approcci di simulazione. Il primo è quello 
dell’approccio della simulazione storica in cui gli scenari relativi ai fattori di rischio 
vengono generati a partire dalla distribuzione empirica derivante dalla serie storica 
delle variazioni passate dei fattori di mercato. Il secondo invece è quello 
dell’approccio della simulazione Monte Carlo che invece richiede che venga definita 
una distribuzione sulla base della quale generare le simulazioni. 
                                                          
27 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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2.5 I modelli basati sulla simulazione storica 
I modelli di simulazione storica, come già detto prima, ipotizzano che le variazioni dei 
fattori di mercato siano rappresentate dalla loro variazioni registrate in un periodo 
passato. In altri termini, si ipotizza che la distribuzione delle variazioni dei risk factor 
sia stabile nel tempo, in modo tale da poterla sfruttare per prevedere i suoi possibili 
andamenti futuri. Infatti, le variazioni registrate in passato vengono trasformate in un 
possibile valore futuro del portafoglio di negoziazione tramite la full valuation. Una 
volta calcolate le variazioni di valore del portafoglio corrispondenti a ciascuna delle 
variazioni storiche dei fattori di mercato, queste vengono ordinate dalla minore alla 
maggiore, costruendo così la distribuzione empirica di probabilità delle variazioni di 
valore del portafoglio. Quest’ultima viene tagliata al percentile corrispondente al 
livello di confidenza richiesto, da cui si può desumere il VaR. Sinteticamente il calcolo 
del VaR mediante l’approccio di simulazione storica può essere distinto in cinque fasi: 
1. Selezione di un campione di rendimenti (per esempio giornalieri) del fattore o 
dei fattori di mercato rilevanti, relativo a un determinato periodo storico( per 
esempio 250 giorni). 
2. Rivalutazione della singola posizione o del portafoglio in corrispondenza di 
ognuno dei valori storici dei rendimenti del fattore di mercato. 
3. Ricostruzione della distribuzione empirica di frequenza dei valori della 
posizione/portafoglio così ottenuti. 
4. Taglio della distribuzione in corrispondenza del percentile relativo al livello di 
confidenza desiderato. 
5. La differenza tra tale percentile e il valore corrente del portafoglio rappresenta 
il VaR. 
2.5.1 Il Var di un singolo asset 
Per chiarire i passaggi logici appena esposti, è utile ricorrere ad un esempio numerico. 
Si consideri una banca che abbia in portafoglio un’opzione call sul FTSE MIB con 
scadenza 3 mesi. Il valore corrente dell’indice è pari a 22525.64, mentre quello 
dell’opzione è pari a 143,0955 euro. Si osservi ora la seguente tabella dove,nelle prime 
tre colonne, sono indicati in ordine cronologico gli ultimi 100 valori( per semplicità se 
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ne riportano i primi 20 e gli ultimi 20) e relativi rendimenti dell’indice FTSE MIB. Le 
due colonne successive mostrano invece i rendimenti in ordine di grandezza, iniziando 
da quelli peggiori. La sesta colonna indica i valori che potrebbe assumere l’indice se, 
partendo dal valore corrente subisse una variazione pari a quella indicata nella colonna 
precedente28. La settima colonna indica quale sarebbe, dato quest’ultimo valore del 
sottostante, il nuovo valore di mercato dell’opzione; l’ultima colonna riscrive questi 
valori come differenze rispetto al valore corrente dell’opzione.29 
Tabella 2: Esempio di simulazione storica 
Fonte: elaborazione personale, dati tratti da yahoo finance ed elaborati con Excel e Matlab 
                                                          
28 I valori sono stati ottenuti come  22525,64𝑟, dove r è il rendimento logaritmico giornaliero del fattore di 
rischio. 
29 I valori correnti delle opzioni sono state calcolate mediante l’applicazione della formula di Black and Scholes 
DATA Valori FTSE rendimenti FTSE rendimenti ordinati valori simulati FTSE Valori simulati opzione Differenza di valore opzione
'2015-07-13' 23167 0 1 -0,06143659 21183,39518 2,41439E-12 -143,0955
'2015-07-14' 23097,5 -0,003004466 2 -0,03382642 21776,42127 0,003847565 -143,0916524
'2015-07-15' 23392,8 0,012703896 3 -0,03229139 21809,87447 0,008751155 -143,0867488
'2015-07-16' 23783,1 0,016546962 4 -0,03015968 21856,41643 0,02579877 -143,0697012
'2015-07-17' 23765,4 -0,000744503 5 -0,03002189 21859,42817 0,027600215 -143,0678998
'2015-07-20' 24031,2 0,011122245 6 -0,02867058 21888,98696 0,052696136 -143,0428039
'2015-07-21' 23712,9 -0,013333782 7 -0,0275371 21913,8119 0,08874858 -143,0067514
'2015-07-22' 23681,1 -0,001341942 8 -0,02680927 21929,76728 0,122780136 -142,9727199
'2015-07-23' 23633,1 -0,00202899 9 -0,02631011 21940,71633 0,15269596 -142,942804
'2015-07-24' 23507,7 -0,005320245 10 -0,0237691 21996,53888 0,437748664 -142,6577513
… … … … … … … …
'2015-11-16' 21811,4 -0,001429423 91 0,01855729 22947,55764 539,8431571 396,7476571
'2015-11-17' 22309,4 0,022575345 92 0,01984012 22977,0143 569,2789903 426,1834903
'2015-11-18' 22091,6 -0,009810669 93 0,02248601 23037,88937 630,1360265 487,0405265
'2015-11-19' 22192 0,004534418 94 0,02257535 23039,9476 632,1939662 489,0984662
'2015-11-20' 22140,1 -0,00234142 95 0,02582504 23114,94209 707,1834695 564,0879695
'2015-11-23' 22294,7 0,006958538 96 0,02696623 23141,3357 733,5766023 590,4811023
'2015-11-24' 21948,1 -0,015668407 97 0,02704475 23143,15301 735,3938863 592,2983863
'2015-11-25' 22359,2 0,018557294 98 0,03331275 23288,66986 880,9102729 737,8147729
'2015-11-26' 22591,5 0,01033586 99 0,03613388 23354,4629 946,7033099 803,6078099
'2015-11-27' 22575,2 -0,000721771 100 0,05698916 23846,64106 1438,881467 1295,785967
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Come è possibile osservare, ai valori estremi dei rendimenti del fattore di mercato 
corrispondono valori estremi dell’opzione; questo perché la relazione tra il valore di 
una call e quella del suo sottostante, anche se non lineare, è monotona (Grafico 8). 
 
Figura 10: I 100 valori simulati di un’opzione call sull’indice FTSE MIB 
 
Fonte: elaborazione personale 
 
A questo punto è abbastanza agevole andare a determinare il VaR corrispondente 
all’intervallo di confidenza desiderato, ad esempio il 95%. La misura cercata è pari 
-143.04 euro. Tale valore infatti, corrisponde alla sesta variazione negativa più 
rilevante del valore di mercato dell’opzione. Poiché il campione in esame è composto 
da 100 dati, ciò significa che solo in 5 delle 100 variazioni calcolate, la perdita subita 




2.5.2 Il VaR di un portafoglio 
Si consideri ora, un secondo esempio relativo a un portafoglio sensibile all’evoluzione 
congiunta di più fattori di mercato. In particolare immaginiamo che una banca 
possieda un portafoglio azionario composto in ugual misura da azioni appartenente 
all’indice di borsa tedesco (DAX), inglese (FTSE 100) e statunitense (S&P500). 
Analogamente all’esempio precedente, la tabella 3 riporta i rendimenti logaritmici dei 
tre indici. Viene inoltre indicato il rendimento che si sarebbe ottenuto sul portafoglio 
della banca, composto in ugual misura dalle azioni dei tre mercati nazionali (si tratta 
della semplice media aritmetica dei tre rendimenti). Le prime tre colonne sono in 
ordine cronologico, mentre le rimanenti sono ordinate in base al rendimento medio dei 
tre indici. Si noti come l’ordine crescente dei rendimenti sia rispettato per il 
portafoglio ma non per i singoli mercati: il rendimento peggiore del portafoglio infatti 
non corrisponde necessariamente al rendimento peggiore dei singoli indici di borsa. 
Anche in questo caso è possibile determinare il VaR attraverso la logica del percentile, 
ossia tagliando la distribuzione empirica storica in corrispondenza del percentile 
corrispondente al livello di confidenza desiderato. Così per esempio se volessimo 







Tabella 3: Esempio di simulazione storica per un portafoglio 
 
Fonte: Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
 
2.5.3 Limiti e pregi del modello basato sulla simulazione 
storica 
I modelli di misurazione del VaR basati sulla simulazione storica indubbiamente, 
compiono un passo avanti rispetto a quelli parametrici, giungendo ad un misura di 
rischio più realistica, in quanto non è necessario fare alcuna assunzione di forma della 
distribuzione dei rendimenti dei fattori di mercato. Sulla base delle caratteristiche e la 
logica di fondo di tali modelli è possibile operare una rassegna dei principali vantaggi 
e svantaggi.30 I pregi sono essenzialmente quattro: 
                                                          
30 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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1. Le simulazione storiche rispondono al problema della misurazione del rischio, 
la cui logica sottostante risulta facilmente comprensibile e comunicabile fra le 
varie unità di una banca oltre che all’Alta Direzione, in quanto il risultato a cui 
perviene tale metodologia è facilmente comprensibile anche per chi non fosse a 
conoscenza della natura della singola posizione considerata o delle tecniche 
utilizzate per ottenere il risultato. 
2. Un secondo vantaggio, come si è accennato prima, è legato al fatto che esse non 
richiedono di esplicitare alcuna ipotesi particolare circa la forma funzionale 
della distribuzione dei rendimento dei vari risk factor. 
3. In terzo luogo, le simulazione storiche non richiedono di stimare la matrice 
varianze-covarianze dei fattori di mercato che possono influenzare il valore del 
portafoglio. Il rischio di mercato è infatti calcolato sulla base delle variazioni 
congiunte di tali variabili verificatesi nel corso dell’orizzonte temporale 
prescelto. In tal modo le simulazioni storiche catturano la struttura delle 
correlazioni riflessa nelle variazioni congiunte dei fattori di mercato, e 
ipotizzano implicitamente che essa resti costante anche in futuro. 
4. Infine, essendo basate sulla full valuation, consentono di cogliere il rischio di 





A fronte di tali vantaggi, tuttavia, tali modelli soffrono di tre principali difetti: 
1. Anzitutto l’onerosità dei calcoli necessari per rivalutare l’intero portafoglio di 
posizioni di una banca alle condizioni di mercato passate, che possono 
richiedere tempi troppo lunghi rispetto alle esigenze di quantificazione del 
rischio connesse all’attività di trading di una banca. Tuttavia tale limite sta 
diminuendo in seguito al continuo progresso della potenza di calcolo dei 
computer. 
2. In secondo luogo, le simulazioni storiche ipotizzano implicitamente la stabilità 
temporale della distribuzione di probabilità dei fattori di mercato. In altri 
termini, pur non esplicitando alcun ipotesi sulla forma della distribuzione dei 
rendimenti dei risk factor, il metodo della simulazioni storiche assume 
implicitamente che la distribuzione futura sia uguale a quella passata. 
3. Un terzo e ultimo limite di tali modelli è relativo alla limitatezza delle serie 
storiche disponibili, specie se l’orizzonte temporale prescelto per il calcolo del 
VaR è superiore a un giorno. Il numero limitato di osservazioni storiche 
disponibili si traduce tipicamente in una scarsa definizione delle code della 
distribuzione empirica di probabilità. Le uniche variazioni dei fattori di mercato 
che il modello considera possibili sono infatti quelle verificatesi in passato, 
nell’orizzonte temporale prescelto. Gli eventi estremi, proprio perché tali, 
possono essere fortemente sovra o sottorappresentati nel campione storico 
prescelto rispetto a una loro teorica frequenza di lunghissimo periodo. D’altra 
parte, incrementare il periodo temporale di riferimento può essere 
controproducente perché diviene più probabile fondare la stima della 
distribuzione futura dei rendimenti sui dati estratti da una distribuzione ormai 
“obsoleta”. 
 
2.6 I modelli basati sulla simulazione Monte Carlo 
Un altro metodo che considereremo ai fini di questo elaborato per il calcolo del VaR, è 
quello basato sulla simulazione Monte Carlo. Tale modello risulta, per certi aspetti nel 
suo modus operandi, simile alle simulazioni storiche. In particolare mentre in una 
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simulazione storica viene estratto un vettore di rendimenti corrispondente ai 
rendimenti storici del periodo prescelto, nelle simulazioni Monte Carlo tale estrazione 
avviene sulla base di una precisa distribuzione teorica dei rendimenti. Tale 
distribuzione deve essere determinata in modo tale da rappresentare il più fedelmente 
le possibili evoluzione future dei rendimenti dei fattori di rischio; tale scelta quindi 
diviene fondamentale nel grado di efficacia di cattura del rischio secondo tale modello. 
L’estrazione casuale di valori da parte di una distribuzione può presentare particolari 
vantaggi. Infatti, rispetto all’approccio parametrico, mediante una simulazione Monte 
Carlo è possibile abbandonare l’ipotesi di normalità della distribuzione per adottare 
una specifica distribuzione che tenga conto delle effettive caratteristiche dei 
rendimenti osservata, quali ad esempio i fenomeni di skewness o di kurtosis 
frequentemente, come abbiamo visto, osservabili dall’analisi empirica. 
Rispetto all’utilizzo di una distribuzione storica( sfruttata dalla simulazione storica), il 
ricorso a una distribuzione teorica consente di “manipolare” la distribuzione storica 
per tenere conto anche delle attese circa la volatilità futura: è così possibile ad esempio 
costruire una distribuzione che sia caratterizzata dall’asimmetria e dalla curtosi 
rilevabile dai dati storici, ma la cui varianza sia stimata su base previsionale. In tal 
modo è possibile superare la staticità tipica delle simulazioni storiche, che sono 
costrette a ipotizzare che tutte le caratteristiche della distribuzione siano destinate a 
restare costanti nel tempo. 
2.6.1 Il VaR di un singolo asset 
La stima del VaR di un singolo asset, come per le simulazione storiche, si compone 
principalmente di cinque fasi: 
1. scelta della distribuzione di densità di probabilità 𝑓(𝑟) che meglio approssima 
la distribuzione dei rendimenti del fattore di mercato in esame; 
2. stima dei parametri (media, deviazione standard) della distribuzione 𝑓; 
3. simulazione di N scenari per il fattore di mercato partendo dalla distribuzione f ; 
4. calcolo della variazione del valore di mercato della posizione in corrispondenza 
di ognuno degli scenari simulati; 
5. taglio della distribuzione di probabilità così ottenuta in corrispondenza del 
percentile relativo al livello di confidenza desiderato. 
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La fase 1 è quella più determinante in quanto, se la distribuzione scelta non 
rappresenta correttamente le possibili evoluzioni future del fattore di rischio, anche gli 
scenari generati per tale fattore e per la posizione risulteranno irrealistici, e così pure il 
valore del VaR. Sul piano pratico risulta anche impegnativa la fase 3, che richiede 
l’utilizzo a un generatore di numeri casuali con cui estrarre N valori dalla distribuzione 
di probabilità del fattore di rischio. Il metodo più utilizzato è basato su due strumenti: 
l’inversa della funzione di ripartizione associata ad f, che indicheremo con 𝐹−1(𝑝) e 
una serie di N estrazioni casuali da una distribuzione uniforme con valori compresi 
nell’intervallo [0,1]. In questo caso, la fase 3 può essere a sua volta scomposta nei 
seguenti due passaggi (da ripetersi N volte): 
    3a) estrazione di un valore p dalla distribuzione uniforme; 
    3b) calcolo del valore r tale che 𝑟 = 𝐹−1(𝑝) 
Riportiamo adesso un esempio per chiarire meglio tali passaggi. Si consideri una 
banca che abbia in portafoglio un’opzione call at the money sull’indice FTSEMIB, con 
scadenza pari a un anno. Oggi(2/12/2015) l’indice quota 22591 punti e il valore di 
mercato dell’opzione (con tasso free-risk del 2% e volatilità pari al 5%) è pari a 705 
euro. Dopo aver analizzato la serie storica dei rendimenti, il risk manager della banca 
conclude che la distribuzione che meglio approssima la distribuzione effettiva dei 
rendimenti sia una distribuzione normale con media pari 0,15% e deviazione standard 
pari a 1,5%. Quindi, si procede estraendo da un generatore di numeri casuali basato su 
una distribuzione uniforme [0,1], N valori compresi tra tale intervallo. A ognuno di tali 
valori p si associa il corrispondente valore 𝑟 = 𝐹−1(𝑝) = 𝑁−1(𝑝; 0,15%;1,5%) , 
utilizzando l’inversa della funzione di ripartizione della distribuzione normale con 𝜇 e 
𝜎 pari rispettivamente a 0,15% e 1,5%. 
Osservando la tabella che segue, dapprima viene generato un numero p scelto in modo 
tale che tutti i valori dell’intervallo siano ugualmente probabili. Quindi, tale valore 
viene interpretato come la probabilità cumulata generata da una funzione di 
ripartizione normale standard. Infine, il valore viene “aggiustato” per renderlo coerente 
con i parametri  𝜇 e 𝜎 prefissati. A questo punto, detto valore, è possibile interpretarlo 
come una possibile variazione dell’indice azionario a cui ricalcolare sia il nuovo valore 
del FTSEMIB a partire dalla quotazione di partenza (22591), e il nuovo prezzo della 
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call. Infine nell’ultima colonna viene indicata la differenza tra il nuovo e il vecchio 
valore di mercato dell’opzione, e mettendo tali valori in ordine di grandezza, può 
essere stimato il VaR applicando la logica del percentile. Ad esempio immaginando un 
intervallo di confidenza pari al 99% il VaR sarà pari a -429,61 euro. 
 
Tabella 4: Simulazione Montecarlo per il VaR di un singolo asset 
SCENARIO P R VALORE FTSE valore opzione differenza di  valore 
1 0,945295 0,025513 23174,77327 1142,716612 437,7166124 
2 0,879602 0,019095 23026,52013 1022,928125 317,9281254 
3 0,538475 0,002949 22657,71659 750,045316 45,04531597 
4 0,960327 0,027817 23228,24443 1187,152498 482,1524982 
5 0,799495 0,014097 22911,72743 933,9212987 228,9212987 
6 0,891775 0,02004 23048,29772 1040,194442 335,1944422 
7 0,743529 0,011314 22848,04491 886,0675131 181,0675131 
8 0,41939 -0,00155 22555,97042 681,9143311 -23,08566894 
9 0,963106 0,028319 23239,89812 1196,918547 491,9185467 
10 0,465953 0,000218 22595,9317 708,2768487 3,276848671 
 
Fonte: elaborazione personale mediante l’utilizzo di Matlab ed Excel 
2.6.2 Il VaR di un portafoglio 
Quando da un solo asset il cui valore di mercato risulta essere in funzione di un solo 
risk factor, si vuole passa a un portafoglio sensibile all’evoluzione di m fattori, la stima 
del VaR richiede di considerare il grado di correlazione tra i rendimenti di tali fattori. 
Se ci limitassimo infatti a simulare gli N scenari in modo indipendente per ogni fattore 
di mercato, il risultato potrebbe essere irrealistico in quanto i fattori di rischio 
risulterebbero incorrelati, mentre nella realtà le loro variazioni potrebbero verificarsi in 
modo più o meno interdipendente. 
Le cinque fasi viste nel paragrafo precedente vengono modificate in tal modo: 
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1. scelta della distribuzione di densità di probabilità congiunta f che meglio 
approssima la distribuzione dei rendimenti degli m fattori di mercato in esame; 
2. stima dei parametri( media, varianze e covarianze) della distribuzione f ; 
3. simulazione degli N scenari per gli m fattori di mercato, partendo dalla 
distribuzione f 
4. calcolo della variazione del valore di mercato della posizione in corrispondenza 
di ognuno degli scenari simulati; 
5. taglio della distribuzione di probabilità così ottenuta in corrispondenza del 
percentile relativo al livello di confidenza desiderato. 
 
Come si può notare dev’essere specificata una distribuzione di probabilità congiunta, 
che sia in grado di descrivere le possibili variazioni contemporanee di tutti gli m fattori 
di mercato. Inoltre un ruolo importante è rivestito dalla matrice di varianze-covarianze 
∑. Essa, dapprima dovrà essere scomposta in 2 matrici triangolari 𝐴 e 𝐴′ ( una la 
trasposta dell’altra), in modo che   𝐴 ∙ 𝐴′ = ∑ . In generale è sempre possibile 
ottenere le due matrici 𝐴 e 𝐴′ tramite la cosiddetta scomposizione di Cholesky. 
A questo punto,anziché intervenire su ogni singolo valore 𝑣𝑖 , moltiplicandolo per la 
relativa deviazione standard e aggiungendo la relativa media (come si farebbe per una 
singola posizione), tutti e m i valori vengono riuniti in un vettore v, e da questo 
ricaviamo il vettore r applicando la seguente formula: 
𝑟 = 𝐴′ ∙ 𝑣 + 𝜇 
dove 𝜇 rappresenta il vettore degli m rendimenti medi dei fattori di mercato e 𝐴′ la 
matrice ottenuta scomponendo ∑. 
Naturalmente il vettore r così ottenuto rappresenta soltanto uno degli N possibili 
scenari futuri e l’operazione viene ripetuta fino ad ottenere gli N scenari desiderati. 
Una volta costruita l’intera distribuzione dei possibili valori futuri del portafoglio (e 
delle relative variazioni rispetto al valore corrente) sarà sufficiente applicare la logica 
del percentile per calcolare il VaR all’intervallo di confidenza prescelto. 
Consideriamo ora un esempio tratto da Resti e Sironi(2008). Si consideri una banca 
che abbia in portafoglio una posizione lunga su una call sull’indice CAC40 e una 
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posizione corta su una call sul DAX, entrambi con scadenza pari ad un anno. 
Ipotizziamo poi che le distribuzioni dei rendimenti dei due indici possano essere 
rappresentati da una normale con media 0,15% e deviazione standard 1,5% per il 
CAC40 e media 0,18% e deviazione standard 1,24% per il DAX. Il coefficiente di 
correlazione tra i rendimenti dei 2 indici è pari a 0,75. 
 
La generazione degli scenari, seguendo le fasi suddette, richiede di considerare la 



























] = 𝐴𝐴′ 
Ricordando che il vettore delle medie è dato da: 𝜇 = [
0,15%
0,18%
] è possibile applicare la 
formula per generare gli scenari correlati per i due fattori di rischio. I risultati sono 











Tabella 5: Un esempio di simulazione Monte Carlo con rendimenti correlati 
Fonte: Resti A., Sironi A., op.cit., 2008  
 
2.6.3 Pregi e limiti delle simulazioni Monte Carlo 
Alla luce dell’analisi dei modelli basati sulla simulazione Monte Carlo possiamo 
elencarne i relativi pregi. 
Innanzitutto un primo vantaggio è riconducibile al fatto che essi fanno ricorso al 
metodo della valutazione della full valuation: in questo modo viene superato il 
problema della non linearità e/o monotonicità dei payoff delle posizioni. 
In secondo luogo , un importante pregio del metodo Monte Carlo consiste nel fatto che 
essa si presta a essere utilizzato con qualunque distribuzione di probabilità dei 
rendimenti dei fattori di mercato. In altri termini, diversamente dall’approccio 
varianze-covarianze, il quale trova giustificazione di esistere solo sotto l’ipotesi di una 
distribuzione normale, il metodo in esame lascia il risk management libero di scegliere 




A fronti di tali pregi il metodo Monte Carlo soffre di due principali limiti. 
Il primo è che, nel simulare l’evoluzione congiunta di più variabili di mercato, il 
metodo necessita, diversamente dalle simulazioni storiche, di una stima della matrice 
delle varianze-covarianze dei fattori di mercato allungando quindi i tempi e i costi per 
produrla e mantenerla aggiornata. 
In secondo luogo, tali modelli di simulazione, pur essendo più efficienti di altre 
procedure numeriche, risultano comunque molto onerose, in termini di tempo e di 
risorse informatiche, rispetto al modello varianze-covarianze.31 
  
                                                          
31 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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2.7  Considerazioni conclusive sui modelli VaR 
Nei paragrafi precedenti, abbiamo visto le tre principali metodologia di calcolo del 
Value at Risk. Ogni modello presenta punti di forza o debolezza in base all’utilizzo 
che se ne vuole fare. Per l’operatività giornaliera, dove può essere trascurata la forma 
della distribuzione dei rendimenti, l’approccio parametrico è, per esempio, il migliore; 
nel valutare strumenti come le opzioni che presentano payoff non lineari, le 
simulazioni sono invece più appropriate. Riassumiamo di seguito, in una tabella, 
quanto detto nei paragrafi precedenti, riguardo alle caratteristiche dei diversi modelli: 
Tabella 6: Le caratteristiche dei diversi approcci VaR 
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correlazioni e la sua 
matrice fattorizzata 
 
Fonte: Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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2.8 L’attuazione di prove di stress 
Come abbiamo visto, gli approcci basati sulla simulazione hanno lo scopo di generare 
un gran numero di scenari, tale da approssimare l’intera distribuzione degli eventi 
possibili. 
Una soluzione alternativa è quella basata sull’attuazione di prove di stress (stress 
testing). Esse consistono nel rivalutare il portafoglio a condizioni estremamente 
pessimistiche, identificando la perdita massima potenziale connessa ad alcuni tra i 
peggiori scenari che è ragionevolmente possibile ipotizzare. La costruzione degli 
scenari estremi su cui poggiano le prove di stress può essere basata:32 
1. sulla replica dei più forti shock di mercato verificatisi in passato; 
2. su misure di matrice statistica, ovvero su multipli elevati della volatilità storica; 
3. su ipotesi del tutto soggettive, quali una caduta generalizzata del mercato 
azionario, uno spostamento verso l’alto della curva dei rendimenti ecc. 
Per quanto riguarda il primo criterio, il più diffuso tra i risk manager, si basa sulla 
rivalutazione del portafoglio simulando shock di proporzioni analoghe a quelle 
verificatisi in passato, come ad esempio il crollo dei mercati azionari del 2001 o il più 
recente tracollo del 2007 negli Usa. 
Il secondo approccio è quello tipico delle cosiddette tecniche di “factor push analysis” 
, che si basano sullo <<spingere>> i singoli di fattori di mercato verso la direzione più 
sfavorevole di un valore pari a un certo multiplo di volte la relativa deviazione 
standard, e di calcolare in questo modo l’effetto combinato di tutte le variazioni 
avverse sul valore di mercato del portafoglio. 
Il terzo approccio invece si basa su alcune ipotesi del tutto soggettive. A tal fine il 
Derivatives Policy Group (DPG), ha reso noti alcuni esempi di situazione 
estremamente sfavorevoli che dovrebbero guidare le prove di stress e aiutare le singole 
istituzioni finanziarie a identificare particolari vulnerabilità del proprio portafoglio. 
Esse includono per esempio: 
 spostamenti paralleli, al rialzo o al ribasso, della curva dei rendimenti di 100 
bp; 
                                                          
32 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
68 
 
 una variazione dell’inclinazione della curva dei rendimenti di più o meno 25 bp; 
 una variazione degli indici di borsa, al rialzo o al ribasso, di 10 bp; 
 una variazione dei tassi di cambio di più o meno 6 bp;   
 una variazione della volatilità di più o meno 20 bp.  
È importante a questo punto osservare come le prove di stress, essendo fondate su 
ipotesi del tutto discrezionali e soggettive circa la dimensione degli shock dei fattori di 
mercato, non consentono di associare alla corrispondente perdita una dimensione 
probabilistica o, meglio, un livello di confidenza. È questo il motivo per cui le prove di 
stress dovrebbero integrare, piuttosto che sostituire, un modello VaR per la 
misurazione dei rischi di mercato del portafoglio di negoziazione. Il motivo principale 
per cui è importante che un modello VaR sia integrato da prove di stress è legato al 
fatto che i modelli VaR sono solitamente fondati su dati storici relativamente recenti. 
Essi non consentono dunque di cogliere quegli eventi estremi che si verificano con 




2.9 Il backtesting 
Nella diffusione dei vari modelli basati sul VaR, un punto assai critico è rappresentato 
dallo sviluppo delle tecniche di misurazione della qualità di tali modelli. Infatti 
numerosi studi si sono concentrati sulla verifica della bontà delle misure di rischio 
prodotte dai modelli VaR e la loro capacità di prevedere correttamente le perdite dei 
portafogli di negoziazione. 
La diffusione di tali verifiche è stata anche favorita dalla norme di vigilanza 
prudenziale delle Autorità. Infatti il Comitato di Basilea, già dal 1996, richiede, quale 
condizione per l’utilizzo di un modello VaR ai fini della determinazione del requisito 
patrimoniale relativo ai rischi di mercato, che lo stesso modello venga sottoposto a 
regolari test retrospettivi volti a determinare l’effettiva capacità previsionale. 
Tali test retrospettivi (backetesting) , sono basati sul confronto tra il risultati del 
modello e i risultati dell’attività di negoziazione; più precisamente tra la stima 
giornaliera del VaR e le perdite effettive del giorno successivo, secondo la logica che 
se il modello è corretto, le perdite effettive risultanti superiore al VaR dovrebbero 
essere coerenti con l’intervallo di confidenza prescelto. Ad esempio, se il VaR 
giornaliero, con un intervallo di confidenza al 99%, risulta essere 80 euro, è plausibile 
attendersi perdite superiori ad 80 solo nell’1 per cento dei casi, ovvero 2,5 giorni su 
250 giorni di negoziazione annui. Viceversa, se il numero di giorni, in cui le perdite 
risultano essere superiori a 80, è significativamente diverso da 2,5 è verosimile che il 
modello VaR sia inadeguato. 
2.9.1 Il backtesting basato sulla distribuzione binomiale 
Un primo metodo di backtesting di un modello VaR, è quello presentato da 
Kupiec33(test della unconditional coverage) nel 1995, il quale ha dimostrato che il 
numero di eccezioni possono essere descritte da una distribuzione binomiale con 
probabilità di insuccesso pari all’uno per cento. Secondo questa ipotesi, considerando, 
ad esempio,un campione di 250 osservazioni la probabilità di ottenere x eccezioni è 
pari a: 
                                                          
33 Kupiec, Paul H., Techniques for Verifying the Accuracy of Risk Measurement Models. THE J. OF 







Il test proposto da Kupiec consiste nel valutare la distribuzione di probabilità degli 
insuccessi calcolando il Likelihood Ratio34e si compone di questi passaggi: 
1. raccolta per 250 giorni delle misure VaR calcolate per un un portafoglio e 
calcolo dei valori del portafoglio corrispondente al termine del periodo di 
smobilizzo; 
2. calcolo della percentuale 𝛼 delle osservazioni nelle quali la perdita di valore del 
portafoglio è stata superiore alla misura VaR corrispondente; 
3. calcolo del Likelihood Ratio; 
4. confronto del valore del LR con il valore critico della distribuzione di 
probabilità appropriata; 
5. se il valore del test è superiore al valore critico la misura VaR non è accurata. 
 
Nel caso in questione il Likelihood Ratio è descritto dalla funzione: 










] − ln (0,01𝑥0,99250−𝑥} 
LR è distribuito asintoticamente come una Χ2 con un grado di libertà. 
Continuando il nostro esempio, assumiamo che si sono registrate 4 eccezioni. 
Calcoliamo il Likelihood Ratio: 










] − ln (0,0140,99250−4} = 0,77 
Confrontiamo ora tale valore con una distribuzione chi-quadro con un grado di libertà 
al livello di significatività dell’1% che risulta essere pari a 6,635, quindi la misura VaR 
è accurata. 
  
                                                          
34 Metodo della Massima verosomiglianza 
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2.9.2 Il metodo degli intervalli di previsione 
Il modello descritto nel paragrafo precedente è un esempio di test condizionale, ovvero 
non è basato sull’informazione disponibile a ogni istante di tempo. Esso infatti si 
limita a contare semplicemente quante sono state le eccezioni rispetto all’intero 
orizzonte temporale, oggetto dell’osservazione, non considerando tutte le informazioni 
relative alle dinamiche dei parametri statistici della distribuzione che si sono verificate 
con il trascorrere del tempo. Tale limite viene superato dal test proposto da 
Christoffersen35 nel 1998 il quale propone un test di tipo conditional coverage ovvero 
si prefigge lo scopo di verificare se il modello VaR presenti o meno una corretta 
copertura condizionale. Dato un insieme di stime del VaR viene costruito il seguente 
indicatore: 
𝐼𝑚,𝑡+1 = {
1 𝑠𝑒 𝜀𝑡+1 < 𝑉𝑎𝑅𝑚,𝑡
0 𝑠𝑒 𝜀𝑡+1 ≥ 𝑉𝑎𝑅𝑚,𝑡
 
Poiché una stima accurata del VaR possieda la proprietà di corretta copertura 
condizionale la serie dei valori 𝐼𝑚,𝑡+1 deve essere serialmente indipendente ed esibire 
una corretta copertura non condizionale.36 Il test proposto da Christoffersen è un test 
congiunto di queste due proprietà. Il rapporto di Likelihood corrispondente viene 
formulato come: 
𝐿𝑅𝐶𝐶 = 𝐿𝑅𝑢𝑐 + 𝐿𝑅𝑖𝑛𝑑  
e risulta essere distribuito asintoticamente come una Χ2 con due gradi di libertà. 
2.9.3 Il backtesting secondo Basilea 
Come abbiamo detto alla fine del capitolo precedente, il Comitato di Basilea ha 
consentito alle banche che rispettano determinati requisiti sia qualitativi che 
quantitativi, di determinare, secondo propri modelli interni, il requisito patrimoniale a 
fronte dei rischi di mercato. 
Una di suddette condizioni, è l’obbligo di sottoporre il modello a un backtesting 
periodico trimestrale, basato sugli ultimi 250 risultati giornalieri dell’attività di trading. 
                                                          
35 Christoffersen P.F, Evaluating Interval Forecast, International Economic Review,1998 
36 Cherubini R., Della Lunga G.,  Il rischio finanziario, McGraw-Hill Companies,2001 
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Se gli esiti della validazione non sono rassicuranti, il requisito patrimoniale minimo37 
generato dal modello viene accresciuto; più precisamente, il fattore di sicurezza viene 
aumentato da 3 fino a 4, in misura tanto maggiore quanto peggiore è la performance 
del modello. 
Consideriamo, per esempio, un modello che calcola il VaR giornaliero con un 
intervallo di confidenza pari al 99 per cento. In questo caso, è plausibile attendersi 
perdite superiori al VaR nell’1 per cento dei casi, ossia 2,5 giorni su 250 giorni di 
negoziazione. Se il numero di eccezioni è inferiore o di poco superiore a 2,5 è 
verosimile ipotizzare che il modello utilizzato sia soddisfacente dal punto di vista di 
saper misurare correttamente il rischio di mercato. Viceversa, se il numero di eccezioni 
risulti significativamente superiore a quanto previsto dal livello di confidenza adottato, 
è plausibile che il modello utilizzato presenti dei problemi.  
Ora, guardando la tabella che segue, il fattore di moltiplicazione, in base al numero di 
eccezioni, varia da 3 fino a 4, individuando tre diverse zone (verde, gialla e rossa). 
Tabella 7: Il meccanismo a semaforo di Basilea 
ZONA NUMERO DI 
ECCEZIONI 
































ROSSA ≥10 1,00 4,00 
Fonte: Basel  Committee on Banking Supervision,2006 
 
                                                          
37 Il requisito patrimoniale minimo è pari alla media dei VaR decadali relativi agli ultimi 60 giorni moltiplicata 
per un fattore di sicurezza pari a 3. 
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Tuttavia c’è da fare una precisazione sull’applicazione della maggiorazione. Essa 
infatti può non essere applicata integralmente dalle Autorità. In particolare, essa 
dovrebbe essere sempre applicata se le eccezioni sono dovute a problemi di integrità 
del modello ( le posizioni di rischio sono state riportate in modo scorretto) o di 
accuratezza del modello ( il modello non misura il rischio in modo sufficientemente 
preciso). Se invece le eccezioni sono dovute a negoziazioni intraday (le posizioni di 
rischio sono modificate durante la giornata di negoziazione), le autorità dovrebbero 
considerare seriamente l’applicazione delle maggiorazione, che tuttavia non 
sembrerebbe essere obbligatoria. Il Comitato, riconosce infine, che le eccezioni 
potrebbero verificarsi semplicemente a causa dell’evoluzioni del mercato (cioè perché 
i mercati sono stati particolarmente volatili o perché le correlazioni si sono 
rapidamente modificate); in questo caso, non è chiaro se la maggiorazione vada 
applicata. 
2.10   I <<falsi>> e i veri difetti del VaR 
2.10.1 I sei <<falsi>> difetti del VaR 
Fin dalla loro introduzione, i modelli VaR sono stati oggetti di critiche dagli addetti ai 
lavori (operatori, esponenti accademici o degli organi di vigilanza). Seppur non del 
tutto infondate, tali critiche sono spesso il frutto di una scarsa comprensione delle 
finalità e delle motivazioni che stanno alla base del loro sviluppo. 
Secondo Resti e Sironi(2008), possono essere individuati sei principali <<falsi 
difetti>> e due vere criticità. 
Volendo fare una sintesi dei <<falsi>> difetti, i modelli VaR: 
1. trascurano gli eventi eccezionali; 
2. trascurano le relazioni di clientela; 
3. si basano su ipotesi irrealistiche; 
4. producono risultati fortemente divergenti; 
5. amplificano l’instabilità dei mercati; 
6. “arrivano troppo tardi, quando ormai il danno è fatto”. 
Per quanto riguarda il primo punto, ovvero quello che i modelli VaR non sono in grado 
di cogliere l’intera gamma dei possibili eventi a cui una banca può essere soggetta. In 
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altri termini, definendo il rischio come la perdita massima nel 99 per cento dei casi, si 
trascura un 1 per cento degli scenari futuri. Tuttavia vanno fatte alcune considerazioni 
in merito a tale critica. Innanzitutto i modelli VaR non hanno come finalità quella di 
rendere una banca “non fallibile”, ma di indicare la quantità di capitale necessaria per 
limitare il rischio di fallimento ad una percentuale accettabile. Inoltre, sebbene il 
livello di confidenza su cui basare il calcolo del VaR possa essere aumentato a piacere, 
così da catturare la percentuale di eventi desiderata, un VaR con livello di confidenza 
pari al 100%, non sarebbe praticamente conseguibile in quanto la banca dovrebbe 
finanziarsi interamente con capitale facendo venir meno la sua funzione primaria. 
La seconda critica riguarda il fatto di trascurare le relazioni di clientela in quanto, “la 
sua meccanica applicazione potrebbe indurre la banca a porre bruscamente termine a 
tutte le posizioni la cui redditività corretta per il rischio risultasse inadeguata”. In tal 
modo non si prenderebbe in considerazione il valore delle relazioni di clientela e si 
cadrebbe in una visione troppo di breve termine del processo di creazione del valore in 
banca. 
In realtà i modelli VaR rappresentano uno strumento a cui è naturale e necessario 
affiancare le valutazioni soggettive della direzione della banca .Infatti, una determinata 
operazione, con redditività insufficiente a remunerare il capitale, potrebbe comunque 
essere conservata in portafoglio sulla base di una valutazione soggettiva di lungo 
periodo. 
Il terzo punto riguarda invece il fatto che i modelli VaR si basano su ipotesi 
irrealistiche. C’è da dire però che chi adotta un modello VaR, conosce le ipotesi 
(talvolta discutibili) su cui esse sono basate, ma chi non dispone di un modello, 
procede in modo considerevolmente più opaco. In ogni caso le ipotesi di un modello 
possono essere opportunamente modificate in presenza di condizioni particolari di 
mercato, o di specifiche valutazioni soggettive del management. 
Il quarto punto si riferisce al fatto che i modelli VaR possono produrre risultati 
divergenti. E’ fuori dubbio che le differenti metodologie utilizzate per calcolare il VaR 
(approccio varianze/covarianze, simulazioni storiche, Monte Carlo, etc.) possono 
presentare nella pratica risultati tra loro divergenti. I risultati di un modello VaR 
dipendono infatti non solo dall’approccio utilizzato ma anche dalle ipotesi adottate, 
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dall’ampiezza del campione storico, dall’orizzonte temporale di riferimento, dal 
numero di fattori di rischio identificati. 
Proseguendo con il quinto punto, ovvero che i modelli VaR amplificano l’instabilità 
dei mercati nella situazioni in cui tutti i risk manager degli intermediari che utilizzano 
il VaR, in corrispondenza di fasi negative del mercato, riceveranno probabilmente lo 
stesso segnale operativo(vendita), andando ad accentuare così la tendenza al ribasso. 
In realtà i modelli VaR adottati dalle istituzioni finanziarie non sono tutti uguali e 
producono misure di rischio diverse. Inoltre in presenza di crisi di mercato c’è già una 
naturale adozione di comportamenti uniformi da parte degli operatori delle diverse 
istituzioni finanziarie. 
Un’ultima critica alle misure di VaR riguarda il ritardo con il quale esse riflettono 
eventuali shock di mercato e la conseguente inefficacia nel prevenire le perdite. Tale 
ritardo, deriva dal fatto che tali modelli si basano sulla stima della volatilità storica per 
la previsione della volatilità futura. In ogni caso l’incapacità di anticipare le variazioni 
estreme è un limite di qualunque tecnica previsionale ma soprattutto la finalità di un 
modello VaR non è anticipare i possibili crolli ma generare misure di rischio fondate 
su condizioni “normali” 
 
2.10.2  I due veri difetti del VaR  
I due principali limiti di un modello VaR sono:38 
1. La dimensione delle perdite 
2. La mancata subadditività 
Per quanto riguarda il primo punto, nel corso di questo elaborato, abbiamo affermato 
che il VaR rappresenti una misura di tipo probabilistico che assume valori diversi a 
seconda del livello di confidenza scelto. Indicando con c il livello di confidenza e con 
L la perdita si ha infatti: 
𝑝𝑟(𝐿 > 𝑉𝑎𝑅) = 1 − 𝑐 
                                                          
38 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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Quel che è importante quindi, è la probabilità che la perdita effettiva ecceda il VaR. Se 
ciò accade, il modello non fornisce alcuna indicazione sulla dimensione effettiva delle 
perdite. Ad esempio, può capitare che due portafogli, caratterizzati dallo stesso valore 
di mercato e dallo stesso VaR giornaliero calcolato al medesimo intervallo di 
confidenza, possano avere differenti perdite massime, senza però che il VaR dia alcuna 
informazione circa la dimensione di tali perdite. 
Il secondo problema invece riguarda la mancata subadditività, ovvero una delle 
proprietà essenziali di una misura coerente di rischio.39 
Con questo termine si ci riferisce al fatto che il rischio di un portafoglio composto da 
più posizioni deve risultare non superiore alla somma dei rischi delle singole posizioni. 
Tale proprietà deriva dal fatto che qualunque portafoglio beneficia, in misura più o 
meno elevata, di un effetto di diversificazione. Per esempio se si considerano due 
posizioni x e y e una misura di rischio r(.) deve valere sempre: 
𝑟(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑟(𝑥) + 𝑟(𝑦) 
Tuttavia tale proprietà, se si riferisce ai modelli VaR (ad esclusione dell’approccio 
parametrico) può non sempre essere verificata e può accadere che: 
𝑉𝑎𝑅(𝑥 + 𝑦) > 𝑉𝑎𝑅(𝑥) + 𝑉𝑎𝑅(𝑦) 
Ciò si verifica principalmente quando la distribuzione congiunta dei fattori di mercato 
è caratterizzata da code spesse che quindi il VaR non coglie. Inoltre può essere causato 
dal fatto che il VaR relativo alle singole posizioni sottostima il rischio delle stesse 
trascurando del tutto la dimensione delle perdite in eccesso. 
 
                                                          
39 Per misura coerente di rischio si intende una misura di rischio che rispetti contemporaneamente i quattro 
assiomi individuati da Artzner(1999). Essi sono: invarianza delle traslazioni, omogeneità positiva di grado uno, 
monotonicità e subadditività. 
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Capitolo 3: Basilea 2,5 e la ricerca di nuovi modelli 
alternativi 
3.1 Le carenze del previgente impianto regolamentare 
Nel periodo successivo alla crisi del 2007, le Autorità di Vigilanza hanno messo in 
discussione il sistema regolamentare delle banche di quel periodo, Basilea II, 
ritenendolo corresponsabile dello grave shock finanziario ed economico che ha colpito 
gran parte del comparto finanziario mondiale. Nello specifico sono stati individuati 
alcune debolezze del sistema finanziario. 
 Il primo di questi è senza ombra di dubbio la composizione del capitale delle banche, 
più dal punto di vista qualitativo che quantitativo. Il vigente schema normativo infatti, 
consentiva alle banche di computare nel patrimonio di vigilanza un’ampia gamma di 
strumenti – ibridi e innovativi- i quali non possedevano lo stesso valore, in termini di 
capacità di assorbire le perdite, delle forme più tradizionali di patrimonio, come il 
capitale sociale versato e le riserve utili. In quegli anni, molte banche hanno 
conseguito un aumento del proprio coefficiente patrimoniale mediante l’emissione di 
strumenti ibridi e solo secondariamente con l’aumento di vero e proprio patrimonio. 
La spinta verso strumenti ibridi è stata giustificata da diversi fattori: il vantaggio di 
natura fiscale dal momento che questi strumenti si qualificano come debito per le 
autorità fiscali e sono un costo fiscalmente deducibile, e per il profilo rischio- 
rendimento che per alcuni di questi strumenti è stato particolarmente gradito ad 
investitori che non hanno voluto investire nel capitale di rischio tradizionale delle 
banche.40 
Il secondo punto debole del sistema di Basilea 2 è stato il forte impatto prociclico della 
normativa. Tale fenomeno è legato alla tendenza dei requisiti patrimoniali della banca 
ad accentuare le fluttuazioni in dipendenza del ciclo economico. Ciò è collegato al 
fatto che i requisiti patrimoniali fondati sul rating tendono ad aumentare in 
corrispondenza delle fasi economiche di recessione, e, al contrario, tendono a 
diminuire nella fasi di crescita economica. Nella fase di recessione, il peggioramento 
dell’economia reale ha determinato un peggioramento della qualità del portafoglio 
                                                          




prestiti di una banca e quest’ultima è stata costretta o a reperire nuove fonti di 
finanziamento sul mercato, per lasciare invariata l’offerta di credito, o a contrarre 
l’offerta di credito o a vendere le proprie attività, accentuando la fase negativa 
dell’economia. 
Il terzo anello debole della catena è legato al fenomeno che  numerose grandi banche 
internazionali si caratterizzavano per livelli di leva finanziaria molto elevati. Questo 
fenomeno, assieme al problema evidenziato nel punto precedente, ha giocato un ruolo 
di rilievo nel corso della crisi recente in quanto numerose istituzioni finanziarie, spinte 
dalla necessità di accrescere il proprio coefficiente patrimoniale, hanno ridotto gli 
attivi in misura rilevante. Si è così verificato un fenomeno di deleveraging che, per 
quanto coerente con la solvibilità delle singole banche, ha in realtà accentuato 
l’instabilità dei mercati finanziari. Inoltre, l’evidenza empirica ha mostrato come 
numerose grandi banche internazionali abbiano, negli anni recenti, accresciuto in 
misura rilevante il proprio livello di leva finanziaria, misurata come semplice rapporto 
fra totale attivo e patrimonio, senza per questo ridurre il proprio coefficiente 
patrimoniale ponderato per il rischio. 
Infine un altro dei principali problemi che le banche si sono trovate ad affrontare nel 
corso della crisi finanziaria è stato la gestione della liquidità. Numerose grandi banche, 
abituate a contare sulla elevata liquidità del mercato interbancario, sono riuscite a 
superare la crisi solo grazie all’ampia liquidità a basso costo offerta dalle banche 
centrali. Questo accresciuto rischio non ha trovato, fino alla recente crisi, una 
corrispondente crescente rilevanza, in termini di risorse umane e tecnologiche, 
attribuita dalle banche alla gestione di questo rischio. In parte ciò si spiega con 
l’elevato grado di liquidità del mercato interbancario, al quale ogni istituzione 
finanziaria adeguatamente patrimonializzata poteva facilmente accedere per colmare le 
proprie eventuali carenze di funding e, più in generale, per la gestione della liquidità. 
La crisi finanziaria ha invece improvvisamente mostrato come il crollo della fiducia e 
il corrispondente aumento del rischio di controparte possano generare una caduta della 





3.2 Basilea 2,5 
Alla luce delle osservazioni fatte nel paragrafo precedente, nel dicembre 2014 il Basel 
Committee on Banking Supervision nel corso del 2009 il Comitato ha emesso quattro 
paper (il 158 e 159 a luglio ed il 164 e 165 a dicembre) che hanno configurato una 
parziale modifica dell’impianto Basilea II. Tale revisione per la sua importanza ha 
preso il nome di “Basilea 2,5” con entrata in vigore l’1 gennaio 2012. 
Andiamo ora a fare una breve sintesi dei principali punti innovativi della nuova 
normativa riguardante la disciplina dei rischi di mercato. 
Il primo aspetto riguarda l’affiancamento al VaR dello Stressed VaR , cioè il calcolo 
del quantile sulle posizioni correnti ma utilizzando come finestra temporale dei 
parametri di mercato un periodo storico che nel suo ripetersi potrebbe generare 
particolari perdite al portafoglio della banca. 
Lo Stressed VaR ha posto (almeno) due problemi:41 
1. la complessità della scelta della finestra temporale, in quanto non basta 
genericamente prendere un “venerdì nero” per l’indice  Dow Jones. Ad 
esempio, per una banca, il cui portafoglio sia composto prevalentemente da 
posizioni short, le perdite maggiori si verificano nei periodi di rialzo 
dell’indice. 
2. Dal momento che il requisito patrimoniale in B asilea 2,5 ha struttura             
Requisito = VaR + Stressed VaR, si è determinato un evidente double counting, 
che ha portato a utilizzare spesso con ragione il termine over reaction tra gli 
scettici delle riforme. 
Un altro punto fondamentale del nuovo impianto regolamentare riguarda 
l’introduzione di una nuova misura di rischio alternativa al VaR, l’ Expected 
Shortfall(ES) o Conditional VaR(CVaR) il quale in prima approssimazione può essere 
definito come il valore atteso di tutte le perdite superiori al VaR. 
Un ultimo elemento che merita di essere considerato è l’introduzione di un nuovo 
strumento calcolo del requisito patrimoniale per rischi di mercato relativo al 
trattamento del rischio specifico su titoli di debito, l’IRC (Incremental Risk Charge) , il 
                                                          
41 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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quale deve tener conto dei rischi di default e di migrazione, che risultano essere 
incrementali rispetto ai rischi valutati attraverso il VaR. 
3.2.1  L’Expected Shortfall 
Con riguardo al primo punto, ovvero lo Stressed VaR, se n’è già fatta menzione nel 
capitolo precedente. Soffermiamoci ora quindi sulla nuova misura di rischio di 
downside alternativa al VaR: l’Expected Shortfall. 
Come già abbiamo detto nel corso della stesura di questo elaborato, il VaR fornisce la 
frequenza con cui le perdite superano un certo ammontare, ma non specifica di quanto, 
cioè non fornisce la dimensione delle perdite superiori al VaR stesso. L’ES nasce per 
superare questo problema, dunque può essere considerato come un VaR condizionato. 
In altre parole il VaR risponde alla domanda “quanto male possono andare le cose?”, 
mentre l’ES risponde ad una domanda diversa: “se le cose vanno male, quanto ci si 
aspetta di perdere?”42. 
In altre parole l’ES può essere definito come il valore atteso di tutte le perdite superiori 
al VaR. Analiticamente: 
𝐸𝑆 = 𝐸[𝐿|𝐿 > 𝑉𝑎𝑅] 
Se anziché alla perdita si preferisce fare riferimento alla variazione del valore di 
mercato ∆𝑉𝑀, la definizione diventa: 
∆𝑉𝑀 = 𝐸[−∆𝑉𝑀| − ∆𝑉𝑀 > 𝑉𝑎𝑅] 
 
Dalla formula si nota che l’ES dipende esplicitamente dal VaR stimato attraverso un 
determinato livello di confidenza. In un certo senso, il VaR assegna il 100% del peso 
all’X-esimo quantile e lo 0% agli altri, invece l’ES assegna uguale peso a tutti i 
quantili maggiori dell’X-esimo e 0% a tutti gli altri. 
Inoltre c’è da precisare che l’ES rispetta la condizione di subadditività e per tale 
motivo, a differenza del VaR, rappresenta una misura di rischio coerente. Per questo 
motivo le Autorità di Vigilanza hanno spinto per la sua introduzione nelle modalità di 
                                                          
42 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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calcolo del requisito patrimoniale, a fronte del rischio di mercato, basato su modelli 
interni. 
 
Concludendo, da un punto di vista economico, se il VaR rappresenta il capitale che è 
necessario versare in una banca per limitarne a 𝑥 = 1 − 𝛼 la probabilità di fallimento, 
anche riguardo l’Expected Shortfall si possono fare interessanti interpretazioni. In 
particolare la differenza tra ES e VaR può essere intesa come43: 
 Il valore atteso del costo che le Autorità di Vigilanza dovrebbero sostenere per 
salvare la banca (ripianando le sue perdite) se il suo capitale (fissato pari al 
VaR) non fosse sufficiente; 
 il premio che un assicuratore neutrale al rischio richiederebbe alla banca se 
questa volesse assicurarsi contro il rischio di perdite superiori al VaR. 
 






                                                          
43 Resti A., Sironi A., op.cit., 2008 
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3.2.2 L’Incremental Risk Charge 
L’Incremental Risk Charge è un requisito patrimoniale addizionale rispetto a quelli 
stabiliti nel framework normativo Basilea II, volto ad assicurare le perdite generate dal 
rischio specifico sui titoli di debito all’interno del contesto dei modelli interni sul 
rischio di mercato. 
In particolare, la definizione di tale misura è rintracciabile nella Circolare 263/2006 
della Banca d’Italia (Titolo II, Capitolo 4), nella quale si indica che il calcolo del 
requisito patrimoniale per rischi di mercato relativo al trattamento del rischio specifico 
su titoli di debito deve tenere conto dei rischi di default e di migrazione, che risultano 
essere incrementali rispetto ai rischi valutati attraverso il VaR. Inoltre, si specifica che 
tale requisito deve essere stimato almeno settimanalmente su dati di mercato 
aggiornati e con intervallo di confidenza al 99,9 % su un orizzonte temporale di un 
anno: la modellizzazione deve tenere conto della correlazione tra eventi di default e di 
migrazione ed è possibile valutare la migrazione dei rating interni o esterni. 
Il nuovo framework normativo Basilea II ha quindi riconosciuto la necessità di 
valutare il rischio di default, conducendo negli anni successivi ad un’evoluzione 
regolamentare in tal senso, con nuove misure di rischio incrementali rispetto a quelle 
già preesistenti. Nel corso del 2007 si è avviata quindi una profonda revisione dei 
diversi modelli per il calcolo dei buffer di capitale ed è stata implementata la proposta 
di una nuova misura addizionale per il rischio specifico di mercato sui titoli di debito, 
Incremental Risk Charge (IRC) per incorporare anche il rischio di credit migration. 
L’obbiettivo dei due documenti risulta essere la risoluzione delle criticità emerse in 
merito alla copertura del rischio di mercato su posizioni collegate a crediti, in quanto 
in particolare si verificavano almeno tre anomalie.  
La prima riguardava la separazione ed incoerenza tra i requisiti per le posizioni di 
trading book e di banking book, per cui si verificava una sorta di “regulatory capital 
arbitrage” (Van der Stel, 2009): il trading book è il portafoglio di negoziazione delle 
banche nel quale vengono detenuti gli strumenti scambiati sul mercato o a fini di 
copertura, mentre il banking book prevede attività più strategiche a medio e lungo 
termine (come le partecipazioni, prestiti e depositi, ecc.), che sono solitamente 
detenute fino a scadenza e comunque non negoziate. Secondo tale comportamento 
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arbitraggista, gli istituti bancari erano incentivati a detenere le posizioni a livello di 
trading book, in modo da ottenere benefici dalla riduzione dei requisiti richiesti, poiché 
le posizioni qui detenute godevano di minori livelli di capitale .In ogni caso, 
l’evidenza di tale mismatch si ebbe allo scoppiare della crisi nel 2007, quando la 
maggioranza delle perdite avvenne proprio sulle posizioni detenute in trading book 
rispetto alle altre.  
Il secondo aspetto controverso riguarda invece la prociclicità delle misure: nei 
momenti sfavorevoli per il mercato, i rating si riducono conducendo ad un requisito 
maggiore e quindi aggravando la situazione, poiché le banche devono raccogliere 
maggiori capitali o tagliare i propri portafogli di investimenti. Inoltre nei momenti di 
crisi vi è una sottostima del VaR dovuta al fatto che il calcolo viene effettuato con dati 
di mercato finanziario più favorevoli riferiti a periodi precedenti. 
Un terzo elemento attiene ai rischi non valutati dal precedente set normativo, ovvero i 








3.3 Alcuni modelli alternativi 
In letteratura, sono stati proposti alcuni modelli alternativi al VaR che lo integrano con 
alcuni punti innovativi per renderlo una misura coerente del rischio o per affinarne la 
capacità di misurazione per saper cogliere in modo più efficace l’effettivo livello di 
rischio. In particolare due paper, hanno catturato la mia attenzione. Il primo è quello 
che propone una misura coerente rispetto al VaR ed è l’Entropic Value at Risk (EVaR) 
sviluppato da Amir Ahmadi-Javid , mentre il secondo è quello proposto da Max Wong 
ed è il Bubble Value at Risk(BuVaR), nel quale viene inserita una componente 
stocastica (bolla) nella determinazione del prezzo degli asset influenzando così 
l’insieme dei rendimenti. 
 
3.3.1 L’Entropic Value at Risk 
L’Entropic Value at Risk ( di seguito EVaR) è un modello proposto da Amir Ahmadi-
Javid in un documento pubblicato nel 2012. Tale modello è una misura di rischio 
coerente44, e rappresenta il limite superiore per il VaR e il cVaR. L’EVaR può essere 
descritto sfruttando il concetto dell’entropia relativa ( o divergenza di Kullback-
Leibler45). In matematica finanziaria, la misura del rischio entropico è una misura di 
rischio che dipende dall’avversione al rischio degli investitori attraverso la funzione di 
utilità esponenziale: si tratta di una misura teoricamente interessante perché fornisce i 
valori di rischio diversi per differenti individui, a seconda dell’atteggiamento nei 
confronti del rischio (avverso, neutrale, amante). 
Data la sua connessione con il VaR e l’entropia relativa, tale modello è denominato, 
come abbiamo detto, “Entropic Value at Risk” e fa parte di una famiglia di modelli 
sviluppata dallo stesso Javid conosciuta come “g-entropic risk measures”. 
 
                                                          
44 Per approfondimenti si veda Artzner, P.; Delbaen, F.; Eber, J. M.; Heath, D. (1999). "Coherent Measures of 
Risk". Mathematical Finance 
45 In teoria della probabilità e in teoria dell'informazione, la divergenza di Kullback–Leibler è una misura non 
simmetrica della differenza tra due distribuzioni di probabilità P e Q. Specificamente, la divergenza di Kullback–




Volendo dare una definizione da un punto di vista analitico, seguendo la scaletta del 
paper originale ipotizziamo che (Ω, 𝐹, 𝑃) sia uno spazio di probabilità dove Ω 
rappresenta uno spazio campionario dei possibili risultati, 𝐹 è l’insieme di eventi, in 
cui ogni evento contiene zero o più risultati possibili e 𝑃 rappresenta la funzione di 
probabilità che si verifichi un evento appartenente ad 𝐹. Consideriamo ora una 
variabile casuale 𝑋 e un insieme di funzioni misurabili 𝐿𝑀+ cui corrisponde 𝑀𝑋(𝑧) che 
rappresenta la funzione generatrice dei momenti che esiste per ogni 𝑧 ≥ 0. 




 {(𝑧−1 ln𝑀𝑋(𝑧)/𝛼)} 
In finanza, la variabile casuale 𝑋 ∈ 𝐿𝑀+ viene utilizzata per modellare le perdite del 
portafoglio. 
Ricordiamo ora la disuguaglianza di Chernoff  
  Pr(𝑋 ≥ 𝑎) ≤ 𝑒−𝑧𝑎𝑀𝑋(𝑧), ∀𝑧 > 0  
e risolvendo l’equazione 𝑒−𝑧𝑎𝑀𝑋(𝑧) = 𝛼 ( ottenuta sostituendo 𝑎 con 𝛼 )  possiamo 
scrivere: 
𝑎𝑥(𝛼, 𝑧) ≔ 𝑧
−1ln (𝑀𝑋(𝑧)/𝛼) 
Considerando ora la definizione di EVaR , sopra descritta, possiamo scrivere che: 
𝐸𝑉𝑎𝑅1−𝛼(𝑋) ≔ inf
𝑧>0
{𝑎𝑋(𝑎, 𝑧)}  
dalla quale si evince la relazione tra l’EVaR e la disuguaglianza di Chernoff. Si noti 
inoltre che il valore   è noto come Entropic risk measure usato nell’ambito 
della matematica finanziaria e dell’ottimizzazione stocastica. 
L’EVaR, come già detto prima, rappresenta una misura di rischio coerente ed è il più 
estremo limite superiore rispetto a quello che si può ottenere applicando la 
disuguaglianza di Chernoff al VaR e al cVaR. Infatti, per un intervallo di confidenza 




Volendo fare un esempio, per comparare le tre misure di rischio, consideriamo 
dapprima il caso che 𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎) in cui si avrà: 
𝑉𝑎𝑅1−𝛼(𝑋) = 𝜇 + 𝑧𝛼𝜎 




𝐸𝑉𝑎𝑅1−𝛼(𝑋) = 𝜇 + √−2 lnα 𝜎 
dove 𝜙(. ) e 𝑧𝛼 rappresentano rispettivamente la funzione di densità e il percentile 
superiore della funzione normale standard. 
 
Analogamente se 𝑋~𝑈(𝑎, 𝑏) abbiamo che: 
𝑉𝑎𝑅1−𝛼(𝑋) = 𝑎 + (1 − 𝛼)(𝑏 − 𝑎) 
𝑐𝑉𝑎𝑅1−𝛼(𝑋) = 𝑎 +
1
2







) − 𝑡 ln𝛼} 





Figura 12: Evar,Var ed ES a confronto per N(0,1) 
 
Fonte:  Ahmadi-Javid, Amir . "Entropic value-at-risk: A new coherent risk measure". Journal of 
Optimization Theory and Applications,2012 
 
 
Figura 13: Evar,Var ed ES a confronto per U(0,1) 
  
Fonte:  Ahmadi-Javid, Amir ,op cit,2012 
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3.3.2 Il Bubble Value at Risk 
Un altro metodo alternativo, appartenente alla famiglia dei modelli VaR, che 
sicuramente merita di essere menzionato è quello proposto da Max Wong, nel 2011, 
denominato Bubble Value at Risk (BuVaR) . Wong è responsabile del test dei modelli 
VaR presso una banca del Regno Unito e ha 15 anni di esperienza nel settore dei 
servizi finanziari. 
Il modello in esame cerca di rimuovere le imperfezioni che hanno caratterizzato 
l’inefficienza di misurazione del rischio di mercato da parte dei modelli VaR 
precedenti. Infatti si cerca di integrare il modello VaR di base, inserendo il carattere 
della anticiclicità e considerando una distribuzione dei rendimenti caratterizzata da 
code grasse. 
 Si tratta di “gonfiare” quindi, un lato della distribuzione dei rendimenti di un 
determinato asset, di un fattore scalare, denominato bubble , che dipende dalla 
posizione attuale nel boom-bust cycle ( ciclo di espansione e frenata). In particolare, in 
un ciclo di espansione, viene “gonfiata” la parte negativa della distribuzione; 
viceversa, in un ciclo di frenata, viene “gonfiata” la parte positiva. 
In un primo confronto con il VaR, il BuVaR è anticilico, distingue tra posizioni lunghe 
e corte (asimmetrico) e fornisce un buffer aggiuntivo per le code grasse, riconoscendo 
che il crash può verificarsi solo nella direzione opposta al trend. Inoltre postula che i 
fenomeni empirici delle code grasse e di asimmetrie possono essere meglio compresi 
modellando insieme il rumore (noise) e le componenti del ciclo, piuttosto che 
modellare solo il rumore delle serie storiche, come prevedeva il VaR tradizionale. 
Generalmente, nell’analisi di serie storiche, la decomposizione classica divide il 
prezzo in tre variabili: 
𝑋𝑡 = 𝐿𝑡 + 𝑆𝑡 + 𝑍𝑡(𝜀𝑡) 
dove 𝑋𝑡 è la serie dei prezzi di origine, 𝐿𝑡 rappresenta la tendenza a lungo termine, 𝑆𝑡 
il ciclo e 𝑍𝑡 rappresenta una componente di disturbo. 
Operando sulla distribuzione dei rendimenti, il VaR riguarda solamente la 
distribuzione di 𝑍𝑡  e i suoi quantili. Per tale motivo, il VaR ha avuto un successo 
limitato nel catturare i fenomeni osservabili nella realtà, quali code grasse ed 
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asimmetria, in quanto nelle proprietà della distribuzione di 𝑍𝑡 mancano alcune 
informazioni essenziali, come momenti e quantili, contenute invece nel ciclo 𝑆𝑡. 
A tal fine, con questo modello viene proposta una nuova interpretazione, dove il trend 
di lungo termine è guidato dalla crescita economica, i cicli sono causati da eccessi 
speculativi (bubble) e la componente di disturbo  deriva dai risultati dell’attività di 
trading in condizioni normali di mercati efficienti. 
In primo luogo, si ipotizza che il fenomeno dello code grasse sia causato da un break 
nel ciclo 𝑆𝑡 identificato come un crollo del mercato ( bubble burst). Essi non sono altro 
che correzioni del ciclo principale. In secondo luogo si ipotizza che la compressione 
del ciclo aumenti la correlazione seriale dei rendimenti, la quale causa a sua volta degli 
effetti di volatility clustering. L’assunzione di fondo è che i cicli non mantengano una 
forma costante: in periodi di congiuntura negativa la periodicità può essere più limitata 
mentre l’ampiezza può aumentare. 
Nel grafico che segue viene illustrata la nuova interpretazione: una serie di prezzi 
viene costruita sinteticamente utilizzando le tre componenti classiche; i break dei cicli 
vengono raffigurati come cadute verticali nel ciclo principale e infine la compressione 
del ciclo viene introdotta nella zona ombreggiata. Successivamente le tre componenti 
vengono ricombinate al fine di ottenere la serie dei rendimenti. Nel pannello inferiore, 
invece la rappresentazione della serie dei rendimenti mostra la manifestazione delle 
code grasse, dell’asimmetria e del fenomeno del volatility clustering, simili a quelli 
osservabili sul mercato. Il vantaggio pratico della nuova interpretazione è che la 
formazione e la distorsione del ciclo 𝑆𝑡 può essere utilizzata per migliorare le 







Figura 14: L’approccio del BuVaR 
 
 
Fonte: Max.C.Y.Wong.,Bubble Value at Risk: A Countercyclical Risk Management Approach,2013 
 
L’approccio del BuVaR parte dalla premessa che le code delle distribuzioni delle 
attività finanziarie riguardino esclusivamente eventi estremi: quindi, una misura esatta 
di misurazione di tali rischi non è fattibile e con tale modello, si ci sforza di avere uno 
strumento più accurato del VaR. 
L’idea è quella di penalizzare, in termini di capitale, qualsiasi bolla rilevata nel ciclo 
𝑆𝑡  di un’attività finanziaria in modo tale da prevenire eventuali crolli futuri. A tal fine, 
come già detto prima, si va a “gonfiare” la distribuzione dei rendimenti di un 
determinato asset, attraverso un fattore moltiplicativo chiamato dall’autore Inflator 
(∆𝑡). Inoltre si costruisce un market bubble indicator  𝐵𝑡. In tal modo se la bolla si 
forma in un trend ascendente(𝐵𝑡>0) viene “gonfiata” la parte negativa della 
distribuzione; invece se la bolla si forma in un trend discendente(𝐵𝑡<0) viene  
“gonfiata” la parte positiva della distribuzione. 
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∆𝑡𝑅𝑛          𝑖𝑓 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑅𝑛) ≠ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐵𝑡)                                      
 𝑅𝑛              𝑖𝑓 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑅𝑛) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐵𝑡)                                        
 
dove  ∆𝑡(≥1) è l’ “inflator” ed è funzione di 𝐵𝑡 che rappresenta l’indicatore della 
bolla(bubble indicator) e infine n indica il numero degli scenari nell’approccio della 
simulazione storica del VaR. 
A questo punto è necessario fare una precisazione. Il BuVaR non segue uno schema di 
ponderazione della probabilità. Ad esempio, se un “inflator” di tre viene applicato sul 
lato sinistro della distribuzione non significa che le perdite siano tre volte i guadagni o 
che procedendo in tal modo sia tre volte più affidabile misurare i rendimenti negativi 
piuttosto che quelli positivi. Dal punto di vista economica, la suddetta trasformazione 
compensa per l’”asymmetric crash risk”, il quale non è ben catturato nella 
distribuzione di 𝑅𝑛 e nel VaR tradizionale. 
Quindi ricapitolando, la costruzione di un buon modello BuVaR è composta da tre 
elementi fondamentali: 
1) un indicatore (𝐵𝑡) per misurare la formazione della bolla, il quale viene preso come 
la deviazione di prezzo da un dato livello di equilibrio; 
2) un inflator (∆𝑡) determinato secondo l’ipotesi che le perdite siano superiori al VaR, 
ma al di sotto di una certa soglia strutturale e che aumentino con la formazione 
delle bolle; 
3) l’implementazione di un buon modello di calcolo del tail risk dopo la 
trasformazione. 
 
Per la costruzione dell’ “inflator” viene usata una procedura chiamata rank filtering 
che può essere riassunta nei seguenti punti: 
1) costruzione di un vettore dei rendimenti 𝑅𝑛  per tutti i precedenti n giorni; 
2) applicazione di un filtro dell’8%  al vettore 𝑅𝑛 considerando una finestra temporale 
di 1000 giorni; 
3) creazione di un vettore di fattori di crescita dati da 𝐷𝑛 = exp (𝑅𝑛) per ogni n 
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4) per ogni giorno n, ricalcolo di un  nuovo vettore dei prezzi con un metodo 
retrogrado iterativo, partendo dal prezzo iniziale 𝑋𝑛. In altre parole,𝑃𝑛 = 𝑋𝑛 
(prezzo iniziale) dopo si calcola 𝑃𝑛−1 = 𝑃𝑛/𝐷𝑛 iterativamente fino a 𝑃𝑛−1000 
.Questo vettore viene chiamato alternate history dove si ipotizza che le bolle di 
mercato non esistano e la crescita sia graduale e sostenibile; 
5) definizione dell’equilibrio 𝜇𝑛 come una m-media mobile dell’alternate history, 
dove m non è costante ed è dato da: 𝑚 = 𝐼𝑛𝑡 [𝑀𝑖𝑛 {
𝑆𝑡𝑑𝑒𝑣(𝑋𝑛, 𝑋𝑛−1, … , 𝑋𝑛−500
𝑆𝑡𝑑𝑒𝑣(𝑋𝑛, 𝑋𝑛−1, … , 𝑋𝑛−500
∗
1000,1000}]. 
Questa media mobile “adaptive” ha l’effetto di ridurre la bolla ( restrigendo la 
finestra temporale m ) una volta che sia stato trovato un forte “rally/break”, il 
quale sia più imputabile a 𝐿𝑡 che alla formazione della bolla stessa, coerentemente 
allo scopo di non penalizzare la crescita di lungo termine. 





7) Infine la scelta dell’ “inflator”  che può esprimersi analiticamente mediante la 












 dove  𝜓 rappresenta la media delle cinque più grandi perdite e profitti osservato in 
tutto il periodo storico considerato di un determinato asset, 𝜎𝑡 indica la deviazione 
standard dei rendimenti degli ultimi 250 giorni, 𝐵𝑚𝑎𝑥 il più grande valore di 𝐵𝑛 
osservato in tutto il periodo storico di riferimento e infine 𝜔2 si pone pari a 0,5. 
 
Il BuVaR si basa sull’approccio della simulazione storica, dove un portafoglio è 
valutato a dei livelli “shifted” 𝑋𝑖
′ basati su un insieme di scenari. Per garantire che i 
livelli “shifted” non diventino negativi vengono calcolati usando i rendimenti 
logaritmici: 
𝑋𝑖
′ = 𝑋𝑡exp (𝑅𝑛Δ𝑡) 
dove gli scenari i=1,2,…,250 è il numero dei giorni trascorsi dal giorno –t, 𝑅𝑛 è il 
vettore “originario” dei rendimenti e infine n=t-i+1 . In questo modo, il portafoglio 
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della banca, dapprima viene valutato usando una funzione di pricing g(.) allo stato 
attuale 𝑋𝑡 ottenendo un valore 𝑔(𝑋𝑡). In seguito per ogni scenario i il portafoglio viene 
valutato allo stato 𝑋𝑖
′ ottenendo un valore 𝑔(𝑋𝑖
′). In tal modo si ottiene il vettore delle 
perdite e dei profitti (Profit and Losses) al giorno t semplicemente attraverso la 
distribuzione dei valori {𝑔(𝑋𝑖
′) − 𝑔(𝑋𝑡)}, dove 𝑔(𝑋𝑖
′) è un vettore di 250 elementi 
mentre 𝑔(𝑋𝑡) è uno scalare. Chiamiamo ora 𝛾 la distribuzione campionaria di tale 
vettore di perdite e profitti. Il BuVaR al livello di confidenza q è l’expected shortfall di 
tale vettore 𝛾  stimato su intervallo temporale di un giorno: 













Capitolo 4: Un’analisi numerica su un portafoglio 
azionario: Value at risk ed Expected Shortfall 
4.1 Descrizione del campione 
A conclusione di questo elaborato, si riporta un analisi numerica di calcolo del VaR e 
dell’ES su un determinato portafoglio azionario. Esso è composto da cinque titoli che 
appartengono tutti al FTSE MIB, il principale indice azionario italiano, e appartengono 
al comparto industriale e al comparto finanziario. Essi sono: 
1. ENI (ENI.MI) 
2. MEDIOBANCA (MB.MI) 
3. FINMECCANICA (FNC.MI) 
4. INTESA SANPAOLO (ISP.MI) 
5. EXOR (EXO.MI) 
Nell’areogramma che segue si riporta la composizione quantitativa del portafoglio 
d’analisi.  
Figura 15: Composizione portafoglio
 
Fonte: elaborazione personale 
Le serie storiche dei prezzi, estratti da yahoo finance, si riferiscono ad un intervallo 
che va dal 1/01/2013 al 30/01/2015(3 anni). Nei grafici seguenti si riportano la 


















Figura 16: Variazioni prezzi ENI.MI 
 
Fonte: elaborazione personale 
Figura 17: Rendimenti ENI.MI 
 
Fonte: elaborazione personale 
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Figura 18: Variazioni prezzi FNC.MI 
 
Fonte: elaborazione personale 
 
Figura 19: Rendimenti FNC.MI 
 





Figura 20: Variazioni prezzi MB.MI 
 
Fonte: elaborazione personale 
 
 
Figura 21: Rendimenti MB.MI 
 





Figura 22: Variazioni prezzi ISP.MI 
 
Fonte: elaborazione personale 
 
 
Figura 23: Rendimenti ISP.MI 
 




Figura 24: Variazioni prezzi EXO.MI 
 
Fonte: elaborazione personale 
 
 
Figura 25: Rendimenti EXO.MI 
 




























Si riportano ora le varie statistiche descrittive dei titoli: 
Tabella 8: Statistiche descrittive titoli 
STATISTICHE 
DESCRITTIVE ENI FINMECCANICA MEDIOBANCA INTESA EXOR 
MEDIA -0,014% 0,143% 0,092% 0,124% 0,109% 
VARIANZA 0,025% 0,053% 0,049% 0,046% 0,029% 
CURTOSI 2,66 0,63 0,83 0,87 1,25 
SIMMETRIA -0,33 0,06 -0,22 -0,19 -0,05 
Fonte: elaborazione personale 
 
4.2 Le metodologie di calcolo utilizzate 
Una volta definito il portafoglio oggetto di analisi e aver descritto le principali 
statistiche descrittive si può procedere al calcolo del Value at Risk e dell’Expected 
Shortfall.  
Per quanto riguarda la prima misura di rischio, si è utilizzato l’approccio parametrico ( 
precisamente l’approccio Asset Normal), l’approccio della simulazione storica e infine 
quello ottenuto tramite simulazione Montecarlo. Successivamente, tramite le 
medesime metodologie si è proceduto con il calcolo dell’Expected Shortfall. 
4.2.1 L’approccio parametrico 
Per il calcolo del Value at risk secondo l’approccio parametrico, inizialmente si è 
costruita la matrice varianze-covarianze dei rendimenti, dove nella diagonale 
principale compaiono le varianze dei singoli titoli, mentre gli altri elementi 
corrispondono alla covarianze esistenti tra un titolo e un altro. Come già detto prima, si 
è utilizzato l’approccio asset-normal, secondo il quale la misura di variabilità dei 
rendimenti di portafoglio deriva dalla stima della volatilità dei rendimenti degli 





Tabella 9: Matrice varianze-covarianze 
 ENI FINMECC. MEDIOB. INTESA EXOR 
ENI 0,025% 0,018% 0,019% 0,022% 0,016% 
FINMECC. 0,018% 0,053% 0,029% 0,030% 0,020% 
MEDIOB. 0,019% 0,029% 0,049% 0,037% 0,022% 
INTESA 0,022% 0,030% 0,037% 0,046% 0,023% 
EXOR 0,016% 0,020% 0,022% 0,023% 0,029% 
Fonte: elaborazione personale 
 
 
Indicando con ∑ la matrice suddetta e con 𝜔 il vettore delle quote dei titoli possiamo 
scrivere che: 
𝑉𝑎𝑅𝑃 = 𝛼𝜎𝑃 ∙ √𝑡 
con  𝜎𝑃 = √𝜔′Σ𝜔     e α il livello di confidenza prescelto. 
 
Dopo vari calcoli con Excel, ipotizzando un capitale investito di un milione di euro, 
considerando il vettore quote 𝜔 = [0,25  0,15 0,10  0,3  0,2] e un intervallo di 
confidenza pari al 99% otteniamo che: 
𝑉𝑎𝑅99% = −3,79% 
 
Successivamente si è proceduto al calcolo dell’Expected Shortfall, ricordando come 
questa misura di rischio sia definibile come la media delle perdite attese superiori al 
VaR, ottenendo che: 




4.2.2 L’approccio della simulazione storica 
Per quanto riguarda la misurazione del VaR ed ES mediante simulazione storica, si è 
proceduto andando a calcolare il rendimento del portafoglio in funzione di ogni 
variazione giornaliera registrata dai titoli che lo compongono. Successivamente, si è 
costruito un vettore, nel quale tali rendimenti di portafoglio sono ordinati in modo 















Successivamente, applicando la logica del percentile, è possibile misurare le due 
misure di rischio ottenendo: 
𝑉𝑎𝑅99% = −4,25% 




















4.2.3 L’approccio della simulazione Montecarlo 
Un’ultima metodologia usata per la nostra analisi numerica è l’approccio della 
simulazione Montecarlo, che è molto simile a livello di procedura alla simulazione 
storica. Infatti l’unica differenza sta nel fatto che le simulazioni dei rendimenti dei 
titoli, non facciano riferimento alla volatilità storica, bensì vengano generati 
casualmente. 
Innanzitutto, si sono estratti 500 valori casuali compresi tra 0 e 1 per tutti i 5 titoli; 
successivamente quest’ultimi sono stati tradotti in valori provenienti da una normale 
standard e infine tali valori sono stati riuniti in un vettore, chiamato v , e da questo si è 
ricavato il vettore r applicando tale formula: 
𝑟 = 𝐴′ ∙ 𝑣 + 𝜇 
dove 𝐴′ rappresenta la matrice ottenuta dalla scomposizione di Cholesky di  Σ 
(ricordando che A’A= Σ) e 𝜇 il vettore dei rendimenti medi dei titoli. 
Una volta fatto ciò, si avranno 500 scenari a cui rivalutare il portafoglio e costruire 
l’intera distribuzione di valori futuri. Infine sarà sufficiente, come nella simulazione 
storica, applicare la logica del percentile per calcolare il VaR e l’ES. Dopo aver fatto i 
calcoli si ottiene che: 
𝑉𝑎𝑅99% = −12,84% 
𝐸𝑆99% = −14,38% 





Tabella 11: Rendimenti ordinati derivanti da simulazione Montecarlo 
 
RENDIMENTI 

















Fonte: elaborazione personale 
 
4.3 Backtesting 
Come ultimo step dell’analisi numerica, si è effettuato una validazione ex-post del 
modello. In particolare si è divisa la serie storica in due parti: la prima che va dal 
1/01/2013 al 31/12/2014(2 anni) e la seconda dal 1/01/2015 al 31/01/2015 (1 anno). 
Specificatamente si è proceduto alla misura del VaR e dell’ES ( con approccio 
parametrico e simulazione storica) del portafoglio nel periodo primo periodo e poi tali 
risultati, si sono confrontati con le variazioni effettive del portafoglio registrate nel 




Figura 26: Backtesting 2 anni 
 
Fonte: elaborazione personale 
Successivamente, si è ridotto l’intervallo temporale di riferimento, al fine di poter 
operare un confronto, tra i due diversi orizzonti temporali. 
Figura 27: Backtesting 1 anno 
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Successivamente si sono andati a calcolare il numero di eccezioni, ovvero il numero di 
volte nel quale il VaR è stato superiore alla variazione effettiva del portafoglio. I 
risultati sono riassunti nella tabella che segue: 
Tabella 11: Eccezioni 
 
Fonte: elaborazione personale 
 
Dall’analisi della figure, notiamo subito come l’andamento delle misure basate sulla 
simulazione storica è caratterizzato da una certa stabilità seguita da improvvisi balzi. 
Ciò è ascrivibile al fatto che quando la perdita relativa al 99° percentile dell’orizzonte 
temporale preso a riferimento, esce dal campione il VaR(e di conseguenza l’ES) 
cambia. Per quanto riguarda il numero delle eccezioni, essenzialmente le misure 
parametriche non subiscono variazioni significative con uno o con l’altro intervallo 
temporale. Le variazioni registrate sulle misure di rischio basate sulla simulazione 
storica sono dovute al fatto che aumentando l’orizzonte temporale, le perdite maggiori 
ricadano sull’1 % dei valori esclusi e quindi non riescono ad essere catturate dal 
modello. Tuttavia è necessario sottolineare come i modelli VaR si sono rilevati 
imperfetti in quanto non sono riusciti a cogliere esattamente la misura di rischio entro 
il livello di confidenza desiderato. Ciò è ascrivibile alle ipotesi semplicistiche alla base 
di tale modello, ovvero l’aver ipotizzato una distribuzione normale dei rendimenti e 
l’avere assunto una composizione costante del portafoglio nel corso dell’intero 
orizzonte temporale. 
VaR parametrico ES Parametrico VaR Storico ES storico
Eccezioni(2 anni) 9 5 11 4




Come abbiamo visto, le problematiche che ruotano intorno alla gestione dei rischi, e in 
particolare quello di mercato, all’interno di una istituzione finanziaria, sono molteplici 
e non di facile risoluzione. Sicuramente l’utilizzo di un determinato approccio per il 
calcolo del VaR e del “nuovo” Expected Shortfall porta con se determinati vantaggi a 
cui corrispondono altrettanti svantaggi. Da qui parte la scelta di un intermediario 
finanziario di adottare un determinato modello in base all’analisi del trade-off tra l’ 
efficacia del modello stesso e difficoltà o costi per implementarlo, in funzione della 
propria dimensione o del grado di complessità degli strumenti finanziari oggetto delle 
operazioni poste in essere. 
La crisi finanziaria del 2009, ha certamente data una scossa alle attività di risk 
management, anche grazie alla spinta propulsiva del Comitato di Basilea, il quale, 
tramite determinati documenti di consultazione e relativi studi di impatto, come quelli 
citati nel corso di questo elaborato, ha promosso questa nuova misura di  rischio di 
mercato(ES) da adottare per il calcolo mediante modelli interni, e cercando di 
ricalibrare anche la metodologia standard sulla base del nuovo indicatore, la cui analisi 
è tuttora oggetto di valutazione. 
Infine è molto importante sottolineare che se un processo si fonda sul VaR, non 
significa che esso  sia privo di incongruenza ed inesattezza, in quanto per la sua 
applicazione necessita di determinate assunzioni di partenza, che possono risultare 
fuorvianti rispetto alla realtà. Esso è solo un’indicazione numerica della perdita 
massima potenziale, la quale per essere efficiente ed efficace, ha bisogno soprattutto 
della professionalità e dell’esperienza di persone in grado di saperlo utilizzare ed 
analizzare correttamente al fine di una giusta rappresentazione del mercato in cui si 
opera per una corretta stima del rischio ( e del relativo requisito patrimoniale) con lo 
scopo ultimo di giungere a una stabilità patrimoniale e contenimento del rischio e ad 
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